ur d 
VN 


SNNT 
ARR 
t 


T 
i 
P 


d 


Msi ds 
arp 
OUS ana 


ah 


‘ M 
Yet 
PASST 
Pettey ie 


D 
: aud 


in 
SAS 


y 
mu 
+ 





Asi 


mS 
d 
"TE 


tm 


M Ps, 








Digitized by the Internet Archive 
in 2010 with funding from 
University of Ottawa 


http://www.archive.org/details/actamathematica09upps 








LINGO] Ui 


ACTA MATHEMATICA 


LEITSCHRIFT JOURNAL 


HERAUSGEGEBEN RÉDIGÉ 


| | D 
HE UNAM 
en [^ [12 [2 | 


STOCKHOLM 
F. & G. BEIJER. 
BERLIN 1887. PARIS 


MAYER & MÜLLER. TL fio 
SISCHX STKASSK 


A. HERMANN 
38/39 Franz CENTRAT;TRYCKERIET, STOCKHOLM. nUE DE Là SORI 


REDACTION 


SVERIGE: 
A. V. BäckLunp, Lund. 
H. Tu. Dave, Upsala. 
H. GyLpen, Stockholm. 
SOPHIE Kowa ryskt, » 
A. LINDSTEDT, » 
G. MrrrAG-LEFFLER, » 
NORGE: 
C. A. Bserknes, Christiania. 
O. J. Brocu, > 
S. Liz, Leipzig. 
L. Svrow, Fredrikshald, 
DANMARK: 
L. Lorenz, Kjöbenhavn. 
J. PETERSEN, » 
H. G. ZEUvTHEN, » 
FINLAND: 


L. Lixperôr, Helsingfors. 


Redactions-secreterare G 


. Eneströn, Stockholm. 


ACHSE ATHEMATIOA, 9. 1671887. 








INHALT. — TABLE DES MATIERES. 


Benpixson, L, Sur une extension à l'infini de la foymule d'interpolation 
IG LOL m T er. E PP RR 
BERGER, A., Déduction de chu formules analytiques d'un ee 
élémentaire de la théorie des nombres... 
Dosrtner, H., Die Flächen constanter Krümmung mit einem System 
sphürischer Krümmungslinien dargestellt mit Hilfe von Theta- 
inncbrionengzwereraVariabelne e es 
Gyrp£n, H., Untersuchungen über die Convergenz der Eon welche 
zur Darstellung der Coordinaten der Planeten angewendet 
pendere TRAN DL I 
Hacks, J., Einige Sätze über aa vonsDivisorong e ww m 
LixpsTEvr, A., Über ein Theorem des Herrn Tisserand aus der Störungs- 


TR er re ARE EIER ER ASS 


Loria, G., Sur une nen du inéorame No deinéntal de la 
theorie des équations aleébriques. .. ——— — uu 
Manxorr, A., Sur une question de maximum et de minimum proposée 
par M. ichenychefig s M OHNE WR cM EAD E T D o ir 
Meuiiy, Hi, Uber einen Zusammenhang zwischen gewissen linearen 
Differential- und Differenzengleichungen..............-........ ... ... 
Nerro, E., Uber orthogonale Substitutionen ......................... 
Poıxcar£, H., Sur les résidus des intégrales doubles ....._........_._.._ 


a 


Seite. Page. 


1— 34 


301—320 


123—104 
185—294 
177—181 
381—381 

71— 72 

57— 70 


137—166 
295—300 
321—380 


STIELTIES, T. J., Note sur un développement de l'integrale f* 42 167—176 
0 
STIELTIES; T. J., Sur les racines de l'équation X, = 0..................... 385—400 
Tcnesycuerr, P., Sur la représentation des valeurs limites des inté- 
grales par des rósidus intégraux. Traduit du russe par pun 
ROMAINS ICRA kcu e RIEN I. a ha 35— 56 
Tenesycuerr, P., Sur les sommes composées des Go ont des. séries 
à termes Dos ee E PEN nn: 182—181 
Weser, H., Theorie der Abel’schen MISSUS SE ue .. 105 —130 
IV. Über die Bildung Abel’scher Körper mit erties Gene 
Cerner CHF Kalender-Horment nn ee 70.2 131—136 


» 
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ERRATA. 


Mr 
a 
& — 033-1 
An — a, 


les intégrales du second membre 


An — QOn41* 
ay = dy+1. 


les intégrales, 


SUR UNE EXTENSION A L’INFINI 
DE 


LA FORMULE D’INTERPOLATION DE GAUSS 
PAR x 


I. BENDIXSON 


à STOCKHOLM. 


Etant donnée une fonction rationnelle entiere f(x) de la variable x 


de degré n — 1 laquelle remplit l'égalité 


f (a) — vA (V1, 2.102720) 


» 


la formule d'interpolation de Gauss,’ nous donne la fonction f(x) sous 
la forme 


f(x) = A, + Aj(x — a) + A; (x — a) (r— 0) + + AC) (x — a4)... (x — a, 3) 


où les quantités AU), sont formées d'après des lois trés simples des quan- 
tites A). 

Je me suis demandé si on ne pouvait pas établir une formule 
analogue pour une fonction analytique quelconque, en supposant pourtant 
dans ce cas que la fonction f(x) remplisse une infinite d'égalités 


» 


f(a,) — A. 7 Wal, 2 UR; ne) 


les quantités a, étant en outre assujeties à la condition lima, — «. Il 


est évident que si l'on pouvait établir une égalité de la forme 


f(a) = A, + Aix — a) + A; (— d e — ty) + eee ipt 


1 





Gauss, Theoria interpolationis Non nova tractata; Werke, Bd. 3, page 274. 


Acta mathematica. 9. Imprimé le 2 Septembre 1886. l 


E I. Bendixson. 


les valeurs A®, se calculeraient aisément des valeurs A, et on pourrait 
alors par cette égalité méme déterminer la fonction quand on en connait 
les valeurs pour un nombre infini de valeurs de la variable x assujeties 
à la seule condition lim a, = 4. 

ae 


C’est en effet l'existence de cette égalité que nous allons prouver, 
mais avant d'aborder cette question nous étudierons les propriétés des séries 


x B,(r — a)... (x — a,). 


v=0 
oc 


En étudiant les séries de la forme 2 B,(x — a;)...(x — 4,), lima, =a 
y=0 DAR 


ou « est une quantité complexe finie, on trouve aisément qu'elles offrent 


* ' . , . , . . 
beaucoup d'analogie avec les séries ordonnées suivant les puissances 


enticres et positives de r — a. On peut en effet regarder ces dernieres 
o6 

séries comme un cas particulier des séries 2^ B,(x —a)...(x —4,), line — 2 
y=0 v=o 


Les quantités D,, ..., B,, ... sont supposées indépendantes de x. 
Je veux d'abord développer ici quelques théoremes qui montrent 
leur caractére trés simple pour enfin en faire usage en traitant la question 


ci-dessus mentionnée. 


a 


Théorème I. Si une série de forme 22 B,(x —a)...(r— a), lim a, — u 
y—0 


est convergente pour «=x, elle est absolument convergente pour chaque 
valeur de x telle que | v —a|<|x,—a|. 
Soit en effet 
DE 
= coc 
| p mE | 


on peut déterminer un nombre entier positif a tel que 
|« — Ay kv 


En écrivant 


c2 


Sur une extension à l'infini de la formule d'interpolation de Gauss. 


on voit que 





BS S (r — aj).. Nagy a tardis a 


y=0 v=0 


8 étant un nombre positif plus grand que le module de chaque terme 


oo 


de la série convergente > B,(a Kg — a)... (ri — a). 


y=0 


Mais la serie 





dq — en 
B Y EE = 
I ea)... — a 


est évidemment eee ce que l'on voit en éerivant 





a )...(e—a,) 
a, )...(2, —4,) | 


p 
y=0 


m—1 oo 
E. V (x 0) (oa, ) m z — ae ES (PEE) > (2—a Le (a — my) 
m (æ,- @,)...(a,—a, | (a, —-a,)...(@, —@m—1) — (2, — 4). (t, —am+v) 











m-—1 
es | (x—a,)...(e— a.) (2 — Am) 

= b 1 t m 
= >|. ) d: = Le 


(a 1 Oy). an ay Nec Vm 


D'ou l’on conclut enfin que la série >| B(x — a,)...(% —a,)| est con- 


v=0 
vergente tant que [|r — a| < |«, — «|. 
Le théoréme nous montre qu'à chaque série de forme 


y= 


I B,(r — aj)... (v — a,), inna), = 


correspond un nombre réel et positif r tel que la série est absolument 


convergente si | y — «| <r, mais divergente si l'on a [rx — «| 7 r. 
a 
Le domaine de convergence de la série L B(x — a;)...(r — a,) est 
y=0 : 


par conséquent un cercle auquel nous donnerons le nom de cercle de 
convergence. Ce n'est alors que sur la circonférence du cercle de con- 
vergence qu'il y a incertitude quant à la convergence de notre série. 
Par la démonstration du théoréme précédent nous avons établi aussi 
un théoréme qui correspond tout à fait à un theoreme connu d'ABEL 


4 I. Bendixson. 
sur les séries ordonnées suivant les puissances entières positives et crois- 
santes de la variable, savoir: 


Théorème IL Etant donnée la série 22 B,(x — «) ... (x —a,), lim a, — a, 


»—0 
si pour une valeur de la variable telle que |y — a| — v' les modules des 
termes de la série sont moindres qu'un nombre déterminé, la série sera con- 
vergente pour toutes les valeurs de la variable assujeties à la condition 
|r—a|« v. 


Théoréme III. Si r, est wn nombre positif moindre que le rayon de 


convergence de la série 22 B,(x — aj)... (y — a), lima, = a, la série est 
y=0 i , y= 
uniformément convergente pour toutes les valeurs de x assujeties à la con- 
dition | x — a | € n. 
Soit en effet r, une quantité positive telle que l'on ait 


9 





mn <r<r 
r étant le rayon de convergence de la série et 7, une quantité complexe 
telle que [3 2: a | — y,. ln posant 
1, 40 
Re 30 
RE 07 


je puis déterminer un nombre entier positif m tel que 





«€ — € v 
| DT EHE (v=0, 1, 2, ...) 
| vy — Gm4y 
pour toute valeur de x assujetie à la condition | x — «| < r,. 


En effet nous déterminons m de sorte que 


las, — a] «2 (=0,1,2, ...) 


ce qui nous permet d'écrire 
Jr —a,,,| « [« —a|+la—a,,, 


. x 
EU PA 30 


tant que l'on ait [x— «| <r,, ainsi que 


| 2s —4,4,] > 7, — à. 


Sur une extension à linfini de la formule d interpolation de Gauss. 5 


r 


Ces deux inégalités nous montrent que 


ve Oy T, By cuc 


|r—a| € 5. 


| € — Am+y 


| €, — Amty 


x 


mn 
N 
- 


pour 





En écrivant 


eS | B(x — a)... (c — a)| 
v=0 





3 > S rune (a L— aa) . (% —a,) 
— > | 5, (x, = a,) $6. (as = a,)| 5 xS a.) ope (x, en) 


et procédant comme pour la démonstration du théorème I on prouve 
que la serie 


= 
~|Bw@—a)...@—a)| 
y=0 

est uniformément convergente pour toutes les valeurs de la variable 


situées dans le domaine en question. Cela a par consequent aussi leu 
= 


pour ce qui concerne la série B(x —a,)...(@—a). 


d (Un qe tdi 


Le théoréme III nous permet d'en tirer la conclusion qui suit.' 
La série 
oc 


2 B(r—- di). (x — &,), lima, = a 


y=0 „== 


peut être égalée à une série M(x — a), procédant suivant les puissances en- 
tieres positives et croissantes de la variable, l'égalité ayant lien pour toutes 


les valeurs de x comprises à l'intérieur du cercle de convergence de la série 


Z B,(x — aj) ... (r — a) 


): 

On doit observer que le cercle de convergence de (x — a) peut 

s'étendre au dehors du cercle de convergence de X B,(r — aj) ...(r — a). 
y—0 2 ^ 





" K. Wererstrass, Zur Functionenlehre, Monatsberichte der Künigl. Aka- 


demie der Wissenschaften. Berlin 1880, pag.:7. 


Nous pouvons encore 
correspondant au théoreme 
Théorème IV. 


I. Bendixson. 
établir un théoréme 


remarquable di à Aper et Dimrenugr.' 


à l'égard de nos séries 


Si la série 


(r — 4,),. lim a, 


L—X(L 


TD lI B,(z — a). 


est convergente pour une valeur a de x (a 


v=o 


a) on a légalité 


lim fja — e(a -— a) = f(a) 


e étant réel et positif. 
Pour plus de simplieite, nous en donnerons la démonstration plus 
tard, mais nous avons voulu citer le théorème ici pour mettre en évi- 
= 


dence Vanalogie complete qui existe entre les series > B,(« — aj)...(c — a,) 
y—0 

et les séries procédant suivant les puissances entières positives et crois- 

santes de la variable. 


Etant donnée une fonction analytique f(x) qui au voisinage du point 
a peut être développée en série P(r — a) ordonnée suivant les puissances 


enticres posiflves et croissantes de la variable, si cette fonction peut être 


développée en série © B,(r — a)... (v — «), lima, = a, les coefficients 
y-0 > 
y=n 


de la fone- 


v 


Db, peuvent se calculer aisément des valeurs A,, ..., A,, 


tion aux points @, Mettons pour un instant 


Ke) = SRG — m)... (@ —- a) 





»—( 
on voit en effet que k 
{ { n (e 1) (06-0 
N : PT 
fo]. m dE Joy A ee a ll, E — 
a, — d, (yi — Ay 


/ (v—1) (v—1) 
dis A} 5 4 (o A, — A, 
À, EL „Ad, = —— ; 
QUELS. Ay, — dy 
m na) 0 0 JA 
! Ape, Recherches sur la série 1 + a ————r +... Oeuvres 
I [c2 1 
complètes, Tome I. pag. 223. 


Sur une extension à linfini de la formule d interpolation de Gauss. (i 


D'un autre cóté il est évident par la conclusion tirée du théor. III que si 
AN emm AC) = 
a LAR (m — 4)... (8 — à) 


est convergente dans un cercle quelconque elle est dans ce cercle egale 
à f(x), car l'égalité subsiste pour une infinite de valeurs de la variable. 


En appliquant ces résultats a la fonction f(x) = - (a5 0) on obtient 
x 
I x 
A” (Hi ——— —— 
ast ( ) A142... 0,1 


et en écrivant 

















I a — à (x — a, (a — «,) xs (x — a)... (x — a.) 
D(X) = : 1 rae (— 1} ! = ^c 
e ) a, ad, ale aa, «, + \ ) dd, 22. yg » 
l'étude de la valeur limite 
( criar rays (nena) 

. / ea, 6. by 41 A549 SZ — Ua 

lim M = —— 

Dt > CAT) a 

E al), = 


GU... 0541 


met. en évidence que la série du second membre est convergente tant 
que [ea — «| € |a] ce qui nous permet d'écrire 


I I ag = ($i (x — a, Xe — a,) 








a a Oa, (1, ., (Ls 
pour | x ——tt | x | a | 


Soit a unc quantité quelconque qui n'est assujetie qu'a la condition de 

















x ; i 5 ; I 
ne pas étre égale à a, lina, = a le développement de - nous donne 
yz E 
I I (2 — d, ie 
IONS a. — & (a, — a), — 0) TE 
(vw —a,)... (ae — ay) 
or = à) LU = var 
25 ( ) (a, — a)... (ty — 44,41 — 4) de 
ce qui nous permet d'écrire 
I I 32 u — d, uf se a — d)... (a = a, : 
&—44 a—a, (a — a, (a — «,) te za la = accu | 


pour |o — «| < |a—a|. 


8 I. Bendixson. 
Ce développement nous donne les deux identités qui suivent 


I I € — d, 


Ld Tes 








«4 — à a — d, (4 — aa — a.) 
(C3 = Zn) @—a,)...(@—a) I 
(CENTS Ya — a,) (ER CT I 
ct 
© — a)...(@ — An) (x —a,).-. (xy — az — 25) 








1 / ( 1 
Oo — Ts au = 
D ) (Gy, — a) «(Cn — Qu) (a, — a4) .. . (dy — Gy —1X& — au) 


(à —4,)...(z — axis — a)... (@ — a) au 


(an — @,) . .- (@n — Anı)lAn — an) - - - (An — a) 





pour | z —a| <|a, — «|. 


Nous observons de plus à l'égard de F,(x) que cette serie est égale à 
zéro quand xr = a, (vzn) mais égale à 1 pour x = a,. 

Soit maintenant I(r) une fonction analytique quelconque qui dans 
le voisinage du point a peut être développée en série (x — a), et soient 
(uy +++, a, ss. tous compris à l'intérieur du cercle de convergence de 
Pr — a), soit de plus S l'aire d'un cercle | — «| <r comprenant 
toutes les quantités 7, a, ..., a, ... et située à l’intérieur du cercle de 


convergence de f(x — a) on a l'égalité 




















I F(a) I F(a) (© — a.) F(a) É 
; da = | — do T — —— da ath 
27 | «— € 27 | «—- 4, 25 25 (a) (rar) p 
S S ‘Ss 
) F(a) 1 F'( ay (x—a, )...(a@— ay) 
= ———— — da + — ) 1) da 
(C—O) eae EE) 271 u. —2 (04 —4, )...(@—4,) 
5 5 


les intégrales du second membre se rapportant au contour de S. 


Quant à lintégrale 


I Ea) NEA QUE = a) 
- — da 





27 GE — à (4—a,)...(¢—4,) 


on voit alors qu'elle diminue sans limite quand le nombre » va en aug- 


mentant ce qui nous amene a l'éealité 


Sur une extension à l'infini de la formule d interpolation de Gauss. 9 











71 I F(a) x — d, F(a) 
Ee 27i | «— a, tut 237b FER CES la AC 
S 5 
CET CET?) F(a) 
AMO = (eG ae US. 
S 


Soient comme ci-dessus A,, ..., A,, ... les valeurs que prend Jj (x — «) si 
on y-pose = d, ..., 4, ..., légalité suivante a lieu 
I F(a) 


PA ed ONY APD ANG en, 
MER 270 (a — ay)... (a — ay41) 


Ss 


our la definition de A®, voir page 6) ce qui nous permet d'écrire 
€ +1 pas ) 


F(a) = A; + A;i(x — a) +... + AQ (4 —a)...@ —a)+... 


Végalité ayant lieu pour toutes les valeurs de la variable comprises à 
5 à, 
l'intérieur du cercle de convergence de {x — a). 
D 
D'ailleurs si nous supposons que tous les 4, ne soient pas compris 
à l’intérieur du cercle de convergence de f(x — a) légalité 








I F(a) = —a, F(a) 
F(x) = = purge + mm Ganzen + IT 
S E 
, (@—a,)...@—a,) F(a) ] 
her 27 Gate =e ee 
5 


a pourtant lieu pour tout le cercle de convergence de P(r—.«), S repré- 
sentant l'aire d'un cercle | z — «| € x comprenant à son intérieur tous 
les a, qui sont situés à l'intérieur du cercle de convergence de P(x — a). 

Soient «,, ..., v, ceux parmi les a, qui ne sont pas compris à l'in- 
terieur du cercle de convergence de (zr — a) et soient ©, C, ..., C, les 
valeurs que prend le second membre de l'égalité, quand on y fait 


€ — 0,5, 04, -.., d,, ON voit que 


y(2) = (A, — €) Fi (x) +... + (4, — €) F, (v) 


Acta. mathematica, 9. Imprimé le 15 Septembre 1886. P. 
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ac 


est une série de la forme 2 B,(r — a,)...(xr — a) convergente et égale 


y=0 
à zéro dans tout le cercle de convergence de (x — a) et qui pour 


m aro. 4, prend les valeurs A CEE 4,. C epBotfurdlous 


permet d'écrire 


Ege 


2ri | a—a a — a Va — a, 
e 1 1 N 2 











S Ss 
pour toutes les valeurs de x comprises à l'intérieur du cercle de con- 
vergence de (x — a). 
Mais le second membre peut alors étre transformé a une série de la 


forme 2 B,(x — &)...(x — a) laquelle pour = a, :.., @,, ... prend 
les valeurs Ay, oc. 5:455 I5 5 
On en conclut enfin que 
== o» 
DB, em Tay 


ce qui met en évidence l'égalité 


F(x)= À, + Ale a) ERA @ a) ae 


tant que æ soit compris à l'intérieur du cercle de convergence de f(x — a). 
Je suis done parvenu au resultat qui suit: 

Soit F(x) une fonction qui dans le voisinage de x =a peut étre dé- 
veloppée en série M(x — a), procédant suivant les puissances entieres, positives et 
croissantes de x—a, soient Ay, ..., A,, ... les valeurs que reçoit F(x) en y 


mettant © =, ..., 0j, ..., lima, = a, F(x) peut être développée en série 


y=o 


F(a) = A, + Ai(x— a) +... + AV @ —a,)...@—a) +... 


Végalité ayant lieu pour toutes les valeurs de x comprises à l'intérieur du 
cercle de convergence de P(x — a). 

Soient maintenant 4,, ..., 4,,,, ... les valeurs que prend P (x — a) 
en y mettant 2 — 4,5 ..., Any, +. . et solent dy, ..., A, dés quantités 
complexes queleonques, on voit par des considérations analogues aux pré- 
cédentes que dans le voisina 


ge de x =a on a l'égalité 


F(a) = A, + Ai(y — a) +...+ A4(— a)... (r— a) +... 


de sorte que l'on parvient au résultat suivant: 


Sur une extension à l'infini de la formule d'interpolation de Gauss. bt 


Etant données les valeurs A,, ..., A,, ...5 Gy, ..., a, ..., lima, — a, 


vo 


la convergence de la série 
A, + Aj(a@—a,) +... + Ar —a)...(x — a) +... 


exprime la condition nécessaire et d pour qu'il existe une fonction 
F(x) qui dans le voisinage de x = a puisse étre développée en série de 
Tarıor et satisfaisant à l'égalité 





F(a,,,) ae Ju EEE (/—0, 1, 2, ...) 


m étant un nombre positif entier suffisamment grand. 
Aprés avoir établi ces théoremes de la théorie des fonctions je reviens 
au théoréme IV, page 6. Il s'agissait de démontrer que si la série 


(= 2 B,(x — dj)... (x — 4), lima, = a 


y=o 


est convergente pour z — a, (22a,, on a l'égalité 


f(a) = limf[a — e(a — a)] 


g—0 
s étant réel et positif. 
Evidemment cela revient à démontrer que la série est uniformément 
convergente pour les valeurs de z telles que l'on ait 


z=a—ela— u), DNS Te 
En posant 

















mt 
2 B,(a—a)...(a— a) = Se 
v=m 
on peut écrire 
m-4n 
ZB — 43)... (x — a) 
xn) 2m)... — Am) Sm... gg» =: (9$ — 41) 
= Er ae (51 lam eain He 
— Hk = — Amy) 
be Sm — S; m) m+; 
art Me (a— a)... 2 — Om+,) 
= te x) (z—a, )..-(@—Gm) Sg v) (z—a,)...(z—45 +1) Ss 
M : GR CAS (4a—Gm 1) ı 77 (a—a,).-(&—4ma41)(4— m 4-2) 


(% —a,)...(@ — &m.pu—1) 


(a — a,)...(& — Amt p—1)(4 — Am+n) 





.. + SP (a — 2) mul 


12 I. Bendixson. 


Soit g un nombre positif quelconque, nous pouvons toujours déterminer 
un nombre positif entier m tel que l'on ait 





| Sm) | c (10, 1, 2, ...) 
On parvient alors à linégalité 
m-- m-rm-—1 
5 ' : (@—a,)...(# — a) | 
DB (¢ =a 6a) O\a— 4x 9 1 
v=m À ) ( ) SS | | =e (a) 9 (a == a,)(@a — a, 43)| 
1) (gays EE) 
(aa) Sa am) 








Mais, r étant une valeur quelconque telle que l'on ait 


x — a—ela — à), O ler 





on peut faire correspondre à chaque nombre a, une et une seule quantité 
a,(x) telle que l'on ait 





© — a, a — à, 
a—a, an a — ty 


Les quantités «,(z) ainsi définies satisfont alors à légalité lim a,(æ) = a. 


y= © 


Soit p un nombre positif entier suffisamment grand pour que l'on ait 
las, — al € |«— a r(a — a). G=0, 1, 2, ..) 


Toutes les quantités a,,,, (v — o, I, 2,...) sont alors comprises à l'intérieur 
d'un cercle ayant pour centre le point a et ne comprenant à son intérieur 
aucune des valeurs z = 4 — (a — a), o e X y. Une considération 
géométrique trés simple met alors en évidence que les 8 quantités a—a,,,(x) 
ont une limite supérieure finie pour tous les x en question et pour 
» — O0, I, 2, ...; on en conclut enfin que l'on peut trouver un nombre positif 
g tel que l'on ait 





u — as. (4) [E 
EN pty ‘ 
gum = = pour 

a — psy | 
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Soit enfin G une quantité positive telle que 





G Moon 


(@—a,)...(@a — 0) 


pour « = a — &(a — a), VE 


on peut affirmer que 


e=a—ea—a, ocsetzr 





G > (c — zi es cd Apt) 


S Jour 
gay ee I 





ly = o, I, 2, 


et l'on peut écrire si m p 




















m + 
2, Bx — a)... (a — a) 
y—m 

pol \ 

2.|«— «|. G Y. PE) + 0G 
Lc (a — Gm)... (a — Am) (€ — 4741) 
Male - 
<< 4| a—% | (e x [2 — a (a)]... | — tm 4 (2)) 0 — 0 441 (4 21. se OG. 
K e—a,„(®)]...[a—an+,(®)] 0 — Um 3- 74-1 la— Üm-ry e 











»—0 








[z (2)] ... [2 — a4, («)] 3 
<0ola--x|@ >: in == : OC 
> | | eg IX [a — ag (x)] . . . Sie — Am+.(#)|[@ — m4 41(«)] ap OG 


< à|a — E. ó 


De là résulte enfin que 


mr pp ^ > 
1 %=a—e(a—a), O<e< 7. 
2 Bx — %)...(% —a,)|< 0[G.g + G] pour nb = B m 5 : a Y 


Mais 9 étant un nombre positif aussi petit que l'on voudra cela nous fait 
voir que la série est uniformément convergente pour toutes les valeurs 


de x telles que 


Nous ne nous sommes jusqu'ici occupés que des séries X D, (r—a,)...(6—0,) 


y=0 
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où lima, = a — quantité finie. Si nous voulons maintenant étudier le 


vo 


caractere de ces séries en supposant que lima, = co nous y rencontrons 


* ven 
comme cas speciaux la serie binome 
zx a(a — 1) a(a—t1)...(a—vy+1),, 
1 le ro ee "m 


ainsi que la série hypergéométrique de Gauss. Je veux prouver ici que 
nos séries sont en général d'un caractere trés simple dans le cas ou 
lima, = co. Pour aborder l'étude de ces séries nous commencerons par 


y = © 


l'étude de la série 


I € — a, 


SMa ge uem se 


(a — a4)... (« — aj(« — a,+ı) 








A. 


pe (a — a,)(« — a,) 


Tro CN: 


vw 











à : OON OI based 
Nous traiterons d'abord le cas ou —— est convergente. L’esalite 
Ti | ay | = 
1 | I St à — a, ae S (a — a)... (x — a4) 
du — 4 —d, (a — a, Xo — 2) ms (a—a,) ... (a — 4,1)(4 — a4) 


I (2 — a,)... (8 —a,) 





2427) SC) EE 











nous montre en effet que 








I x — da (a — a)...(& — a,) 
en joe Le es ( 1 | y 
a— a, 2n (a — a,)la — a,) SR (« — q,)-.. (a —a,)(a — Ay+ı) ape 
uA EE 
D 
II(1—2) 
I y=1 dy 
“a—2 = a 
II(:—2) 
y=1\ ay 


La série du premier membre de cette égalité est évidemment uniformé- 
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LJ 


, . j HA 
ment convergente ce que lon conclut de ce que le produit [ [(: —=) 


a 


y=1 4 
est uniformément convergent. Elle est aussi absolument convergent ce 
que l'on prouve en remplacant a, par — | (t, [i a par — | a | et x par | 77 |. 





en observant en outre que les termes de la nouvelle série finissent par 
étre tous du méme signe. 


5 | 
2, aes I > : 
Si d'un autre cóté » FA est divergente nous ne pouvons pas traiter 
ay, 


v=1 
ce cas dans toute sa généralité mais nous nous occuperons ici des cas 
qui sont du plus grand intérét. 


, gt : I ; 
Supposons done que tous les a, sont réels et positifs et que y — nest 
ay : 
y=1 


pas convergente. Dans légalité 








I I E— d, @— a): GE da) 
er e ] 





& — 44)... (a — an)(@ — An41) 
2 n / a 
I (:—* 
I BESSEREN ay, 
BE E a 
(1-2 
il ay 





= E y= 3 it MOVED y y 
TES m DUE N Lip m, € à 
a ( [7 [74 a y 
I ——} n ~(<)" 
y= ON Ay, II I (74 2. 
— — }e!= 
dy 
y=] 


ou les quantités m, sont choisies de sorte que 


m, 
y 


soit une fonction entiére transcendante.! 





Voir Werersrrass, Theorie der eindeutigen analytischen Functionen, Abhand- 


lungen der Königl. Akademie der Wissenschaften. Berlin 1876. 


1 
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‘ 


Soit « et x deux quantités telles que la partie réelle de a — x soit 
négative et désignons par R|f(x)) la partie réelle de f(x) on peut 
toujours trouver une quantité positive 2 telle que 


R(a — x) < — 0. 


Soit g une quantité positive > |a| + || on peut écrire 


«(Yi GT) = nz +5) 











vl 
ou 
ate a + ax + a? jos ans ain Eo Go 
x EE 2a Us 2 3k RM ya + Mm, —1 [3 
Zu 34, MA ” 
ce qui nous donne 
q q* i m,—1 
Se ar ae OE 
A, jy pee 


En désignant par p un nombre positif suffisamment. grand .on a 








g I : 
| €, | <a a, Y = d RD) 
a, 
Mais Vinégalité 
| g I v >? 
[Ra —a)e]|<9.7- ; w>n 
ay 


nous montre que l'on peut prendre r assez grand pour que 


| E (a — a)e,] | << : , pour v>r 
L'égalité 


N 


i(Y À ale (=) |) =— R(a — T) =F Ti (a —- a) ZI (v D» r) 


nous permet alors d'écrire 


/ n 
SI ce NU ANM 0 
SOINS > 
= LL Na, ay 2a, 


[7 » 
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On voit alors que 





lim EX x 
n=»|# —% 7" [74 
= 

y=1 \ “y 














. I v=1 a, 
lim : — O 
_la— a 
= : -£) 
y=1 \ a, 
Si au contraire R(a— x) > o on pronve tout de méme que 
n 7 
ie 
. I FL) a 2 
lim — — es 
n=e |“ S II(1—2) 

EHEN a, 


. 


Dans le eas on R(a— v) — o il y a incertitude. L'égalité 


I I = —d, 


= — + 


a—% 4 — tt, (a — a,)(a — a,) 


(e — a,)...(@— a,) 











are (« — a,)...(@ — a,)(@ — a,+ı) 

a par conséquent lieu tant que Z(a— x) <o et la série du second 
membre est convergente quand R(a— x) <o; quand Za — 7) > o elle 
est divergente. Quant au cas où Ra — x) <o des considérations trés 
simples nous montrent que la série est uniformément convergente pour 
toutes les valeurs des variables x, « dans un domaine fini assujeti à la 
condition qu'on y a partout. Zt(a — x) < 2, à étant une quantité positive 
aussi petite que l'on voudra. 
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Mais la série est anssi absolument convergente pour une valeur de 
r telle que l'on a 
R(a — x) «€ o. 
Soit en effet 4 et » deux quantités complexes quelconques telles que l'on a 


R(a — x) <o 


on peut déterminer deux autres quantités a,, 7, réelles et assujeties à la 


condition 
Ri(a) « a," Sa Rea). 


La série 





Eq on cec eM cr edi) 


(fem (i aae) (PE) Ce en bem 





est alors eonvergente et en fixant m assez grand pour que 
9 a0, A — (44, O (v—0,1, 2, ...) 


on en conclut que la série 


I esi 





E I. d (= Gm) (CEE Um py) 
1 m (a, ue Ana, E Am) (a, FE Am) LE (a, — Any ‚a, > Om 3-y4-1) / 
est convergente. Mais tous ses termes étant négatifs cela ne peut avoir 
lien sans que la série soit absolument convergente, ce qui nous permet 


d'affirmer que la série 











I a — Ad (e, — Aa,)...(e, — a) 
1 1 1 1 t » 
S d: (4, — ae, a,) SLE (Ta) say = aas arr) ie 
est absolument convergente. 
En posant 
(æ — a) ...(#—a,) 
(a—a,)...(@—a,)(4 — a 41) 








(x, — 04). (2 — y) arr) (a, —a,)...(a, —a,41) 
v (a, : 3 


1 (x -—a,) 1. @ a) (« — a,)... (a — ay) 





1 = er 
— a,)... (a, —a,)(a, — 4,41) 


' a)... a,) ei 
(a, =). (a — ma — 833) 





T 





(#2 -— a,)...(x — a) 
1/ » Le Y 
| —— - «e 





(a — a,)...(« — a,)a — a,41) 
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(6 étant un nombre positif assujeti a la condition 


Cte ae Oh 20 D an) eT 


(mese a aj (a —a OE . (2 — 0,41) 





GE 


quantité qui peut toujours se déterminer si l'on observe que Ar, — x) — o 


et (a — a) <0. 
Enfin cette derniére inégalité nous permet d'écrire 


Qn, — (1 ») 


TE . m uhr (a, —« eese 
d). iF zer «c G 2 Zi = 
(a, — tt AR 4,740 ‚a — (by 41) 


av 
1e. CD Ta) 








ce qui nous montre que la série du premier membre est convergente. 
En supposant que les «, ont tous le méme argument, c’est à dire 


que 
= qe 


8 ne changeant pas avec », la substitution x = £e", a = je” nous fait 


voir que la série 








I is Wh, ER a un) (a Ay) 
4 — d, (a — a, a= de ) pur (a) ea (Ga a, (à — ay 41) 
est uniformément convergente ainsi qu'absolument tant que, R(p— &) «o 


c'est à dire tant que l'on ait 


Rae" — ze) « o. 


Revenons maintenant à l'étude des séries I B,(r — a)... (r — &;), 
y=0 


lima, = co en général. 3 
v=o 


En-supposant que 7,, ..., 7, soient des quantités positives ou 


nulles telles que lim r, = & et Y - divergent je puis démontrer les the- 


=o 
Li m 


orémes qui suivent: 
Théorème I. Si la série © B,(x — rj)... (y — r,) est convergente pour 
vol 
v — a, (22a,), elle est aussi convergente pour chaque valeur de x telle que 
R(a — v) <0, 
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En posant 


met ft 


>= D, (a — Tj) 5E d (a ee r,) = Se 


yam 
parvient par les mémes transformations qua la page 11 à légalité 
m+n 
Y B,(x—r)...(z—) 


y=m 


cá ). EM Tu) 





YO \ (w—r, = —1'm) Y m . 
—10) (a—.r). ME + S, (a 2). 


(a—r,). C= V1) (a—7,) D. (2 Ta 43)(2— Ty 4-2) 


(e—r,)...(¢—Tn FRI) gin «(UT n) 
(a —r,)...(@ = nu) sss Tau) CE = (a rn) 








a S ul — x) 


Mais A(x — x) étant négatif nous avons prouvé page 17 que 


.(8 — 1) 


(a — et 


lim — 


d'ou l'on conclut que l'on peut déterminer un nombre positif G tel que 





(es [e . (© — y) | 901.2770) 


(uy —r à «(a — vy) 


D'un autre cóté G peut étre fixé de sorte qu'il satisfasse à la condition 


> > (e —r,)...(8 — r,) | 
( > en; 17. E 
c {oS 


Etant donné un nombre positif @ aussi petit que l'on voudra on peut 





prendre m assez grand pour que l'on ait 








Km) 04 (p=0, 1, 2, ...) 
| S; | < SG i n ) 
ce qui nous permet d'écrire 
m- p N ^ 
a NI ECL Grub) ui 
y-m ) ( ) < 2G | % (a Ui fe 1): .. (a = r,Xa = Ty+1) 2 
S, (4170, 1, 2, ...) 


ce qui prouve le théorème, 
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Par des considérations tres faciles à effectuer on parvient alors au 
résultat qui suit: 
Si la série 22 B(x — re")... (e — r,e") est convergente pour x = a, 
v=0 
(2Sa,) elle est aussi convergente pour chaque valeur de x telle que 
Rlaes’‘ — ze) seno. 


Posons en effet, 
la serie 


»Be"(Ee—r)...(£—r)— m B,(x — r,e^)...(r — re") 
y=0 n y=0 
est convergente pour €= f$. Elle est par conséquent convergente tant 
que l'on a 

R(E —- B) = R(ae " — pe") < o. 


ac 


Si la série X B(x — r,e%) ... (x 
»—U 





re") est divergente pour «= a 


elle est par conséquent divergente pour chaque valeur de x telle que 
H(ae " — ve") > o. On peut encore affirmer: 


A chaque série 22 B,(x — re")... (y — r,e") correspond un nombre 
y=0 


réel p tel que la série soit convergente tant que R(re ") > p mais divergente 
tant que R(xe ^) — p. 
L'équation 
R (Fe) 6 


représentant dans le plan de la variable x, une ligne droite, je puis 

affirmer que le domaine de convergence de la serie 22 B(x—re").(r—re") 
Y y=0 É 

se compose de la partie du plan de la variable » qui est située à la 

méme cóté de la ligne droite 


que les quantités r,e" pour une valeur suffisamment grande de v. En 


» 
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regardant la ligne droite comme un cercle dont le centre est situé a 


l'infini on peut parler d'un. cercle de convergence aussi pour ces séries. 


Théorème IL La série LB (uw — rj...(r— v) est uniformément 
v0 
convergente dans une aire finie quelconque comprise tout entière à l'intérieur 
du domaine de convergence de la série. 
Ayant déterminé une aire finie quelconque B je puis en effet fixer 
deux nombres réels 4 et 3 situés à l'intérieur du domaine de conver- 
gence de la série et tels que l'on ait 


pour toutes les valeurs de laire B. 
Tant que w sera compris dans le domaine les quantités 








(x x Fr or e pres r,) | 


WES Je are t m Ri) (m Rm 


tendront uniformement vers zéro quand » ira en augmentant (voir page 
17) ce qui fait voir quil existe un nombre positif G assujeti aux con- 








ditions 
3 : (TEE 7) 
Cr 1) 
(IE pr) PESE) 
G = (mo Cty) 
(B c T) 5-3 0 (B = Ty) 
pour toute valeur de laire B et pour » = 1, 2, ... 


Eu posant 





(z — v) 
Ius om 


a 








je u (B—7r,)...(B— 1) X HS buy lee eo 





v= Ku — T ) (a = r,)(4 = Ty+1) (Bi 5) .(8— 1) 
«d G | |» | Y; (aS 22) eo e 0) 
— I — 7,)« - . (2 ner) 


on voit que lon peut fixer un nombre positif fini G, qui est plus grand 
que le second membre de cette égalité pour toutes les valeurs de la va- 
riable w situées dans l'aire B. 
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Soit maintenant m assez grand pour que lon ait 


^ 
0 


G + G, 


(4=0,1, 2, ...) 





| si] < 


on voit par les mêmes considérations qu'au théoréme I que 


m-T n 


X B(x—r)...(r—vr)| < 0 


y=m 


pour toutes les valeurs de la variable situées dans l'aire B et pour 
JE ONT DIES, - Ce quid: 


Par la substitution à = €e” on parvient enfin au théorème suivant: 


La série LB («a — re") ... (v —r,e") est uniformément convergente 
: »—0 


dans une aire finie quelconque comprise tout entière à l'intérieur du domaine 
de convergence de la série. 
Cela nous montre enfin que la fonction 


1) Z B,(a — re”)... (2 — re”) 


est une fonction holomorphe à l'intérieur du domaine de convergence de 
la série. 

Jusqu'ici Vanalogie avec les caractères connus des séries ordonnées 
suivant les puissances entiéres positives et croissantes de la variable est 
complete. Mais en nous demandant si la série est aussi absolument con- 
vergente pour chaque valeur de la variable comprise à l'intérieur du 
domaine de convergence de la série, des considerations trés élémentaires 
mettent en évidence que cela n'a pas toujours lieu. Nous savons en effet 








par les recherches d'ABez qu'en mettant |y| — 1, y € — 1 dans la série 
z v(r— 1) 5 v(v—1)...(v—v-F I) , 
ios Zebra ea E UL 


cette série est convergente sans étre pourca absolument convergente tant que 
— 1 «€ R(z) « o. 

Par nos propres recherches ci-dessus nous savons que la série binóme est 

dans ce cas uniformément convergente dans un domaine fini quelconque 

tel que l'on y ait partout — 1 — A(r) <0. 
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Pour les séries 27 B,(w — re”)... (a — re" 
v=0 


) il y a par conséquent 
lieu de distinguer d'un côté leur domaine de convergence de l'autre leur 
domaine de convergence absolue, si nous entendons par ce nom len- 
semble de toutes les valeurs de la variable pour lesquelles la série est 
absolument convergente, 


A l'égard de la convergence absolue on a le théorème suivant: 
Théorème II. Si la série 22B,(v— r)...(r — r) est absolument 
y=0 


y 


convergente pour «=a, ar, elle est aussi absolument convergente pour 
chaque valeur de x telle que Ra — x) — o. 
Soit en effet x une valeur de la variable satisfaisant a linéealité 


R(a — x) <0 
on peut alors fixer un nombre positif fini G tel que l'on ait 


G Ger) Ad. (ee ")| EE 


(RN) 





ce qui nous permet d'écrire 





2] B@—n)...@—r)|= 241 Bar)... (a— De LUCR 


y=0 (PUP RETE Um) 


ZUG >| B,(a — r)... (a — r,)]. 


v=0 


La substitution x = £e" nous donne pour résultat: 


Si la série 22 B(x — re^)... (y —r,e") est absolument convergente 
y=0 2 


pour æ — a, a S v,e", elle est aussi absolument convergente pour chaque 
— «ae ^) < o. 


Hi 


valeur de x telle que R(ae 
On en conclut enfin: 


oc 


A chaque série X B,(a — re^) ... (x — re") correspond un nombre 
M »=0 


réel o tel que la série est absolument convergente tant que R(xe ") > c, 
mais n'est pas absolument convergente tant que R(re ") < a. 
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Dans le cas où o <o il existe par conséquent une partie du plan 
de la variable z, savoir 
p Rae”) <.a 


telle que la série est convergente pour toutes les valeurs de cette partie 
du plan et méme uniformément convergente dans chaque aire finie 
comprise à l'intérieur de cette partie du plan, sans que la convergence 
absolue ait lieu pour un seul point qui y soit situé. 


Nous nous occuperons maintenant des séries © B,(x — a)... (x — a) 
v=0 


: = I 
en admettant pour les a, que lima, — co et que X ial est convergent. 
a, 
y=1 


Y= 
Nous pouvons à l'égard de ces séries établir quelques théorèmes ana- 
logues à ceux démontrés pour le cas déjà traité. 
Théorème I. Soient a, ..., a, ..., lima, = co des quantités telles 


co 


que > 


I : Baies 
Lo, | est convergent, si la série © B,(x — a,)...(@—a,) est con- 
y—1 v 


y—0 


vergente pour v — a, (a<a,) elle est convergente pour chaque valeur finie 
de la variable. 
Soit en effet 
m +1 


Se L—x B, (a == di) e (a — 4,). 


y—m 
Nous pouvons écrire 
m+ 11 


Bia (e — à) 


vm 








= SQ (a—a) (a—a, )...(u—@m) a Sq a) (2—a,)...(&—4An+1) a 


(«—a,)...(a— a. )(— Gm +1) (a—4, )...(4—Gm4+1)(4—Am+0) 











A + So (a — a) (z— 24)... (€ — Am+p—ı) 2e go» (€ — ae) 


n—1 5 "u * 
É (4— a4). (& — m4 p—1) (4 Antu) ^ (a—a)...(« — amy) 


Soit 9 une quantité positive aussi petite que l'on voudra, je puis 
donner à m une valeur assez grande pour que l'on ait 


[Sm] « o 
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ce qui nous permet d'écrire 
m--u 


> Bia = 04) ... (x — a,) 


y—m 








aa)... ($ — up) 


(a — CAEN Amy) 














a ] ] = (2 —-a,)...(# — 4,) 
<0 | Ponte | E lc —a,)...(4 — ay)(« -— a,43) 


Mais les recherches de la page 14 nous montrent que le second membre 
tend vers zéro en méme temps que 4, ce qui prouve le théorème. En 
étudiant le second membre de l'égalité on parvient aisément au théorème 
qui suit. 
Théorème IL Soient a, ..., a, ... , lima, = co des quantités telles 
ye 


oo oc 
I ; y 
que 5 Vaal est convergent, si la série Z B,(x — a)...(x— a) est con- 
yz1! ? = 


vergente pour x = a, a 5 a,, elle est uniformément convergente dans une aire 
finie quelconque du plan de la variable x. 


oc 
De ce théorème on conclut que chaque série X B,(x— a)... (x —a,) 
y-—0 
qui est convergente pour d'autres valeurs de la variable que x — «,, ..., 
4,, ... représente une fonction enticre de x. 
Théorème III. Soient aj, ..., 4, ..., lima, = co des quantités telles 
v=o 


oo ao 
que pios est convergent, si la série 2 B, (r —a,)...(a—a,) est ab- 
v=1 d MT 


solument convergente pour x = a, a<a,, elle est absolument convergente pour 
chaque valeur finie de la variable. 
Soit r une valeur quelconque de la variable, l'égalité 





| B,(x — aj)... (x — a,) = I |Bla—a)...(a—4)| CC D) 


y=0 (a—a,)...(4¢—a,) 
nous fait voir que le théoréme est vrai. 


Pour faire voir enfin comment le domaine de convergence change 
avec la choix des a, nous traiterons encore quelques exemples. 


E 
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- ; = 
Nous supposerons d'abord que fous les a, sont réels, que > — est 
a, 
y=1 


OUT : 
convergent mas E est divergent. 
p ra 


Il y a alors lieu de distinguer deux cas. 


A) Ys est. convergent. 


Dans ce cas on a les égalités 








(a — 4,)... (@ — a4) ] 


(a — a,)... (a -— a, 1)(& — Gn) 


en 


a—a, ' (4—a,Xa—4,) 





ainsi que 


=e y=1 


n 7 as oo a €. . 
n = II I ==) II (s — = ety 
a ay 


v=1 v=1 \ 





E d I , . 
Mais > la étant convergent on en conclut que les produits du 
ay 
y=1 


second membre de l'égalité sont convergents ce qui nous permet enfin 
d'affirmer que la série 


(2 —a,)...(@ — aj) 


(a — a4)... (a — a,Xa — 8,43) 


I x — U 


$$ 


a— a, (a — a, a — a) 





est convergente pour chaque valeur finie de la variable x. Elle est 
aussi uniformément convergente dans chaque aire finie du plan. 

Quant à la convergence absolue elle n'a lieu pour aucune valeur 
de la variable. 

Soient en effet « et æ deux valeurs des variables telles que R(a) = o 
et R(x) =o., Dans ce cas on peut écrire 

|2— «| = [x — I«, |], |a—a,|=—|a2—Ia,]| 

c'est à dire 


uo o6 


(a — Ja, b Za Ua le. D 
(a —le]- 5 AC Ja. \a— las; 1 |) Á 





(© — a)... (x — a) | 


= (ae aua) — ay+1) 
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Mais l'égalité 
" 
Ü ? ac 
wx I — = la, | R 1 
I = («— Ja,|)...(@ — |) ea ae Gr 
4 —u — (4 pep... pmpi— pma ne 5 ) ei 


Ja, 


met en évidence que la série du premier membre n'est pas convergente, 














p 


ce qui prouve la divergence de la série 


> (e — a, D... (c —|a]) 
= (a — Ja, D 2. (qa — | «e Dto — leap 


oo 


D: 


y=0 








ainsi que celle de 








(a — a,) ...(@— a) | 


(a — a,)...(@ —a,)(a — ay41) 


Cela nous montre enfin que la série en question n'est absolument 
convergente pour aucune valeur de la variable, des considérations tout 
analogues à celles du théorème III page 26 mettant en évidence que si 
la série est absolument convergente pour un système de valeurs «, a des 
variables (r2 a,, a Z «), elle l'est aussi pour chaque systeme de valeurs 
des variables. | 


A I : 
B) % — est divergent. 
= 
Pour plus de simplicité nous supposerons que l'on puisse trouver 
. 70 DE \ . 
un nombre entier positif m suffisamment grand pour que l'on ait 


Soient de plus les a, ordonnés de sorte que lon ait 
DIESEN! 


n 
Dan I ; e 1377 . \ ^ o 
La série V T étant convergente, une considération due à ABEL nous fait 
— — 
Jal = 


| = 


convergent. 


m 


vw 


; ae I 
alors voir que la série —-— > est convergente pour # = I, 


De: 
d, a; 


L'égalité 








r2 
© 
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ainsi que 


n 2Im—1 


lim 2 Se 7 | (4)" | —(=)'| » 








nee yq nm 
', 
P 3 3 © 2m—1 2m—1 © 
I Cm Nr I [// L ty NP I 
— (a = a) x 7 + 3 2 a? + D o zl: 2m — I A ,,2—1 
Ss j= yet” yeh £y 
t m—1 I qt yi^ 
+ lim , m ( T aller 
AG m FE = 2u. _\d, Ay 





nous font voir de méme qu'aux pages 16, 17 que la série 








I «y — a, T + @—a,)...(@—a,) 
&—a, (a—a,)(a—a,) “°°  (a—a,)...(a — aj((« — ay) 
est convergente tant que R(a?— rz?) — o mais divergente tant que. 


R(a’— v?) > o. La série est uniformément convergente dans une aire 

finie quelconque comprise à l'intérieur du domaine de convergence de 

la série, mais elle n'est absolument convergente pour aucune valeur de x. 
Quant au domaine de convergence de la série, l'égalité 





se transforme en 


si nous posons « = €+ xi, $ et z étant réels. Cela met en évidence que 
le domaine de convergence de la série se compose de la partie du plan 
de la variable x qui est renfermée entre les deux branches de l'hyperbole 








Dans le cas ott R(a’?) — o Vhyperbole se transforme en deux lignes 
droites 


Nous traiterons encore un exemple. 
Soit 


yy = (= 1) Vv, Qo, == i(— 1)’ yv. Mb dise) 


I 
sont 
as 


y 


Dans cette hypothèse on voit que les séries 


A 

) 
Ms 
id: 
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oo 
* , . I . * ^ 
toutes convergentes, mais la série > zi est divergente. D'un autre coté 
— " 


y-1 ” 


E o EN AN oe 
la série 2 [zr étant convergente l'égalité 
(d, 
y—1 








. y= ay 
lim — 
[74 
el 1—=) 
II ( ay 
- > 2 
À Yr H Nay, = - AH T n 
Ss n=1 a—x 1 u2—ı? 1 a3—z3 1 a UA 
hee ee c I. 
a, a, - a a, n-o a, 
Zu v=l e y= y= y=» D v=1 





met en evidence que la serie est convergente tant que 
R(a* — x‘) <o 
mais, divergente tant que R(a* — z^) > o. 
En posant x = re" l'égalité 
r* cos 40 = R(a‘) 
nous fait voir que le domaine de convergence de la série est limité par 
une courbe à quatre branches à laquelle les quatre lignes 


cos 40 = Oo 
sont des asymptotes. 


Si nous voulons maintenant chercher à développer une fonction ana- 


o5 
lytique quelconque /(r) en série de forme X B, (x — a,)...(x — «,), lim a, = oo 
v=l 


y=00 


nous pouvons étudier le reste R, dans le développement 











D oe I ; F(a) v — a, F(a) 
: (x) Er | a, da + 2zi (a — a,)(« — mus dues 
s 
(© —a,)...(@ — a; 1) : F(a) 
"eis 271i (ke) da tt, 


D 
S 
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savoir 
R I F(a) GE). 


"2m | «—* (a —a)...(« — a) 








mais l'étude de ce reste semble offrir beaucoup de difficulté. C’est pour- 
quoi nous préférons donner ici quelques développements en série 


XB — aj)... (r — a) 


. ] C A I > = 
auxquels on parvient à l'aide du développement de —— donné ci-dessus. 
tr 


Pour plus de simplicité nous admettons que tous les a, sont positifs 


ao 














Ue xS T : 3 : 
ou nuls et que la série > — est divergente. En posant a,—=r, on sait 
y=1 oy 
alors que 
I I a 2 — 7) x AL («—r,)..-. @—n) 
a—“% a—r, (a — r,)(a — v,) U Iran)... —n)a—nz) 


Mais la serie du second membre étant uniformément convergente on peut 
la dériver par rapport à « ce qui nous permet d'écrire 











I E I (e — 7,) I I 
(a— x)" (a—r,) ji (a — vr, X« — 7,) Iz P. a — 7] 
(© — 1, (a — r,) al DN I Ieee = 
13 (a — r (a — v,Xa — v) « — v, a & — t", " 4 — | dar 


pour A(a — x) <0. 


Mais la dérivée d'une série uniformément convergente étant aussi uni- 
formément convergente on peut la dériver encore une fois ete., ce qui 
nous permet d'affirmer que chaque fonction rationnelle algébrique peut 
étre développée en série 2 B,(x — r,)...(@ — v,) tant que la partie réelle 
de æ est plus grande que la partie réelle de tous les pôles de la fonction. 

Au lieu de dériver notre série nous pouvons la soumettre à l’inté- 
gration ce qui met en évidence que le logarithme peut étre développé 
en une telle série. Quant à la série du binóme et la série hypergéomé- 
trique de Gauss elles ont été trop étudiées pour que je m'en oceupe. 

Je veux donner ici un développement en série de la fonction 
D,log[(r + 1) qui me semble offrir de l'intérét. 


I. Bendixson. 


Soit a, = y — 1, le développement de 





en serie nous donne le 

Se 
résultat qui suit si l'on y change le signe de a, savoir 
y e eo ? 


I I 


joe On 





a 


«(a — I) 
ala + 1)(« + 2) e 





4 aat s 


‚e(@e — 1)...(z—v + eee) m) 
coe nn nee = 





I 














a(a d 1)...(«-») ate 
d'ou l'on conclut 
I I to x (# — 1) 2r 
Bo pte peti) p(pdiY(gpca2) 7C 
SE Py NENNE WERE) oa ,t(x— 1)...(«—v). I 
SEE d 1) LUC) EC HELP) do D enr 





(ety pee 
En étudiant le développement connu de la fonction D, log / (x + 1), savoir 


e E 


D, log l'(x + 1) 





met 


ou C est la constante d’EuLEr on trouve maintenant que 





: = I = I 
— E Da E eos I) po * 


u=1 ! (u + rz pia). er 


\m—1 » [> us y m o parte 
. + (— 1) x RER m + D T WR 


(— 1)" e(r— 1)...(r— m) 1 
à ree pucr Y)...(u- m) pt c 





Par les considérations suivantes on peut enfin voir que le seeond membre 
tend vers zéro quand m va en augmentant. 


Soit p un nombre entier plus grand que |x| on trouve que 


o6 


= w(a—I)...(a—m) 


I 
mm 


2x E 
zZ — 2 ilii £4 Gee = 
pip 1)... (etm) pte 2» il 
u p p » À 
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ce qui fait voir que l'on peut prendre p assez grand pour que 
a 


n-p 


u(@—I1)...(%¥— m) M 
pg )...(n- m) 2 +® 








DIS 








à étant un-nombre positif aussi petit que l'on voudra. 
D'un autre cóté on a 
© (2 — 1)...(v — m) I 


pu 1)... Qu m) pte von 





lim 


Th — a 








pour une valeur de x tel que R(x + y) > 0, ce qui met en évidence que 
lon peut déterminer m assez grand pour que 











Eee Done m I |<; 
= p(p c 1)...(p x m) pte 2 


pour une valeur de x tel que R(x + 1) > o. 
Il est par conséquent démontré que le second membre de l'égalité 
ci-dessus tend vers zéro quand m va en augmentant ce qui nous permet 





d'écrire 
eS m 1 TE = I 
i Pu * 3) = pim queer. 2 NE + a 


ey ae) ee) eee an. 


ope (fe + 1)...(u +v +1) 
Mais 


oo 











S 1 vo v I = I | 
Het 1). (at + 1) Dah, a p T 1)...(u +») (e+ I(t 2)...(p +v+ 1) 








1 = I = I 
rz y+ | > uu 1)...(2 + ST ae pi t 1)... (i + ;| 


B-1! u=9 | 
y I 
Berner 
ce qui nous donne le développement cherché, savoir: 


— I) 2 (x — Y)(x— 2) En 


D, log l'(& + 1) + C= p zer — 





3313 

æ(æ — I)... (@®— v) 

MP —— 
( ) (+ 1)|v zr 

tant que Re + 1) > o. 


Acta mathematica, 9. Imprimé le 16 Octobre 1886 5 


T — 


34 


I. Bendixson. 


De cette égalité on passe aisément à l'expression connue de D, log /(z-F 1) 


par une intégrale définie. 


1 


^1 — (1 — y) 
U y 


nous pouvons écrire 
D, log l'(x + 1) 


Par la substitution 


—C+ | 


Car le second membre n'étant autre chose que 


dy 


1 
ner): 
y 





dy. 


I—y=2 


on parvient enfin a la formule de Gauss * 


1 








(ea 
I 

m: 

NE ES 


x 
Les séries de la forme X B,(x 
v=0 


Ce: 
0 


= D, log l'(x + 1). 


— &)...(æ — a) ont été étudiées 


sous tout un autre point de vue par M. FnoBENIUS dans son mémoire 
Ueber die Entwickelung analytischer Functionen in Reihen die nach gegebenen 
Functionen fortschreiten, Crezzes Journal, Bd. 73, où il parvient dans 
des cas plus spéciaux à quelques-uns des développements en serie des 


0 
pages 8, 14, 17. 


Dans son mémoire Sur la formule d'interpolation de Lagrange, CRELLE’s 


Journal, Bd. 84, M. Hermire a aussi établi une relation à l’aide de 


laquelle on parvient immédiatement 


au développement en série de la 


page 9, comme je l'ai montré dans une note insérée dans les Comptes 


rendus du 23 Novembre et du 7 Décembre 1885. 





' Voir Gauss, Werke, Bd. 3, page 159. 
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SUR LA REPRESENTATION 
DES VALEURS LIMITES DES INTEGRALES 
PAR DES RESIDUS INTEGRAUX 


PAR 


P. TCHEBYCHEFF 


à S:t PETERSBOURG. 


(Traduit du russe! par Sophie Kowalevski à Stockholm.) 


Dans un mémoire Sur les valeurs limites des intégrales, publié en 1874 
dans le Journal de mathématiques de LiouviLLe, nous avons commu- 
niqué quelques résultats concernant les valeurs limites de l'intégrale 
| f(x)dx 


c 
u 


dans le cas où Yon donne les valeurs des intégrales 


b b b 


Sr@)ax, 


a a a 


f «f (x)dx, [x’f(x)dx, : 
prises entre des limites plus vastes: a — w, b 7 v et où la fonction in- 
connue f(x) reste positive pour toutes les valeurs réelles de x entre 
Bar el qucd : 

D’apres un theoreme contenu dans ce memoire si le nombre des 
integrales donndes 


b b h 


f ef (w)de, DN fran f (2) dx 


a a " a 


* 





' O TpelCTaBACHIM Hpejb.lbHbIX'b BeJn"uHHb HHTerpa.obb LOCpeCTBROMb HHTET- 
PAJBHIIXB BHUCTOBB. CIB. 1885. Appendice au tome 51 des Annales de l'académie 
des sciences de S:t Pétersbourg. 
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est pair — 2m, les valeurs limites de l'intégrale 


f(x \dx 


ne peuvent étre déterminées que dans le cas oü les limites w, v satisfont 
à une équation, dont les coefficients dépendent de la valeur des intégrales 
données. 


Pour obtenir cette équation et les valeurs limites de l'intégrale 


n 


J f(z)dz, 


u 
dans le cas oü w, v satisfont à cette équation, nous développons l'intégrale 
b 


j Ne) ar | : [ 
£j en : 


a 





en une série, procédant selon les puissances décroissantes de 2 








b b 
, S fr uw) de feflode 
a an 
Posant 
d 2 b 
J f(æ)dx = 4, J wf («de =| Aes yate Af m) dae A, 


nous obtenons donc pour l'intégrale 





l'expression approximative suivante, rigoureuse jusqu'au terme —; inclusive- 
4 


ment: 





A A A» il 
= 3k "eu zi: E R 
Zz 


TM 
2 
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En désignant done par 


I 
TOUCH NO I 


Ome + Bm 
la fraction continue, que l'on obtient en développant lexpression 


A 1 A 2m—1 


zi 5 9,0 5 NEC 





A 

0 
minis 
iéme réduite, nous aurons par 


conséquent, aussi avec un degré d'approximation jusqu'au terme =; in- 


4 


en fractions continues et en sarrétant à la m 





clusivement 


b 


E E I 
| AC dx = BRENZ) I 
x 2—493 0% Pi "P + n od - 


a — === € 
Um à E Em 





A l’aide de la fraction continue, définie de cette facon, on établit l'équa- 
tion à laquelle doivent satisfaire w et v, de méme que les valeurs limites 


, 


correspondantes de l'intégrale 


[f(«)de : 


En désignant par 
€n(2) 


Um(z) 


la fraction ordinaire, à laquelle peut se réduire la fraction continue en 
question, et en égalant le dénominateur ¢,,(z) à zéro, on obtient l'équation 


Ink) = o 
à laquelle doivent satisfaire les limites w et v de l'intégrale 


v 
> 


4 f(a) da. 


Et en désignant par 


D 8 a CI Ay 2829 Mn) (63:1. © Sha en 
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toutes les racines de cette equation, disposées d'apres leur grandeur crois- 
sante, on trouve que si l'on pose 


TIER ER VIE, 


les valeurs limites de l'intégrale en question sont exprimées par Jes sommes 





Om(2ı+1) Om(2ı 12) SETS =e Om (Zn—1) 


, 


Don: (214 1 ) CURR (Zi42 ) Din’ (2n—1) 
€n(Z) Om(2141) ote Om(2n) 





(zi) Din (2141 ) LIP Gm ( Zn) i 


Ces sommes sont composées des résidus de la fonction 





contenues dans les limites 


y étant ou non comprises les racines z, et z, elles mémes. 

Pour pouvoir exprimer ces sommes de résidus partiels par des résidus 
intégraux, nous conviendrons de désigner par © une quantité positive in- 
finiment petite. Vu que dans ce cas les racines de l'équation 


contenues dans les limites 


sont à 
Zita Array es Anm 
et les racines, contenues dans les limites 


2 — ©, 2, + ©, 


sont 
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nous pouvons représenter les sommes précédentes par les résidus intégraux 


Zn — (0 Zn + w 


Em(z) . 
m(&) 


En conséquence des valeurs limites trouvées pour l'intégrale 


ffw)ae 


Em(z). 
Um (2) 








h 
zi =F ON 


21 —w 


on aura done 


Zn Zn —w 





DAS Om(2) 
Jade ze m’ 
Zn Zutw Em(2) 





J(x)dx Ss 


© PRE Yn (2) 

§ 2. Ces inégalités, de méme que la solution d'un probléme pré- 
sentée dans un mémoire mentionnée plus haut, et d'autres problémes du 
méme genre, découlent immédiatement de la représentation des valeurs 


limites de l'intégrale 
| i x) dx 


par des résidus intégraux, dans le cas, où la limite supérieure de l'inté- 
grale v reste arbitraire, mais la limite inférieure # coincide avec la limite 
inférieure. des intégrales 
b b 
f(x)», fat (a)dz, MA, 
2 5 
Dans ce cas les valeurs limites de l'intégrale 


J x )da 


a 


sont données par les formules suivantes: 


(1) [fade & E F(z) 


(2) [fade > D F(z) 
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ou F(z) est une fonction rationnelle, dont la valeur dépend du nombre 
des intégrales données 


b 


fra, faf(a)dx, cee 


a 


et de leur valeur. Cette fraction s'obtient facilement en développant 


l'intégrale 
m 
na): da 
Z— 2 
a 
en fraction continue 
1 
"ge ci ue 
di & Pre Ts = 
dy 7 + A 5 I 


Anz + E "A 


? 
dont les m dénominateurs peuvent toujours être trouvées, comme nous 
l'avons montré, lorsque lon connait les valeurs des 2m integrales 


b 


ffo) ds — An; fof (x) do D hoc f f(x) dx = À,, 3: 


a 





En désignant comme auparavant par la fraction ordinaire à laquelle 
se réduit la fraction continue 
I 
TT DGSE ee 
4,2 4- B, az + f, 2 


Ame at jer 
PALO Pm—1(2) . . . 
nous designerons par FE la fraction ordinaire que nous obtenons en 
Im—1\% 
nous arrétant au terme 
1 
üm—12 + Joe 
Si, en outre des intégrales 


b 


b b 
ff(z)dz = A,, faf(a)de = Ayo, fam? fla)de = Au 


a 
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on counait aussi la valeur de l'ntégrale 


f 9" f(x)dx == ib 


il est nécessaire, pour pouvoir déterminer la fraction rationnelle F(z) 
dans les formules plus haut, ‘de déterminer non seulement la fraction 
€m-i(2) Ym(2) 
Im-1(2)” dm(z) 
aussi la valeur du coefficient de z, dans le (m + 1)" dénominateur de la 
fraction continue, obtenue par le développement de l'expression 


continue précitée et les deux fractions ordinaires mais 








A A amt Aom 
pete cl er 
zZ z 


Nous désignerons ce coefficient par a, 

$ 3. En étudiant la fraction rationnelle F(z) nous remarquons que 
sous sa forme générale elle peut étre exprimée d'une maniére simple par 
une fraction continue. Dans cette dernière les m premiers dénominateurs 
sont identiques avec ceux de la fraction continue _ 


I 


az+f8 — m — o 
1 ih 4,2 +f, T - 





Gm + Em 


que l'on obtient en développant l'intégrale 


b 
1! He 
m d 


La fraction rationnelle F(z) pourra donc étre représentée par la 
formule 


I 
(3) A : 


PACEM e 





ou Z est une fonction inconnue. 
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Cette fonction peut être exprimée à l'aide des fonctions 4», 4(z), 
d, (z) seulement, si l'on connait les valeurs des 2m intégrales 


b 


fro) )dx, faf(x)ar, HR Jam f(z)dz. 


a a 


Mais si l'on veut se servir de 2m + 1 intégrales 


ffzyas, fart) ym, 2... fete) 


il faudra encore, pour déterminer F(z), connaitre une quantité constante 








Om+1° 
Dans le premier de ces deux cas, cette fonction sera donnée par la 
formule 
= — 
(4) DEN) Ng 


dans laquelle 7 désigne la plus grande des deux quantités 





= - [= 1(2) as] 
QU — v bm (a) du(v) - 


I | Jr b ) 2» Im ( v ] 
b—vL db) du (v) A 





Dans le second cas on trouve pour la détermination de Z deux formules 
différentes selon que la fraction 


\ 


I iB Sm 1(v) 











(5) a'— v L dua) du(v) . Um +1 
I m —1 ( b ) Dm (v) 

p h (D) Es G1 
) VL dmlb) du(v) . 


est positive ou negative. Dans le premier cas la fonction Z est définie 
par la formule 


(6) Z = Gy (2 — 0) ron 
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Dans le second cas Z est donné par la formule 


(b ad a) 0 d'a (a) (b — a) po 
Du dg (a) (1 — p)'z — (1 — p)y(b — up)’ 








(7) Z= au Pes a) 774 





I DZ )»n—( 2l x 

coa 9L (a) da(v) er 

P Ne Le 44 Gl 2 = ; 
b—vl g,(b) da (v) ag 


M I. I On—1 (b ) Om ( a | 
0 = Dm | Pl b) dua) Amir 











L'expression de la valeur limite de l'intégrale 


an 
E 


fr z)de, 


par les résidus intégraux nous conduit facilement à toutes les formules 
indiquées dans le mémoire précité. 
En supposant connues les valeurs des 2m intégrales 


b 


b b 
ff(a)de, faf(2)dz, te fart (x) dx 


a 


et supposant de plus que l'on cherche la valeur limite de l'intégrale 


[fe)de 


pour une valeur de v satisfaisant à l'équation 


nous remarquons que d'aprés le $ 3 la valeur de Z sera donnée dans ce 


as par la formule 
h (p 
Z= r(z— v) PO) 


(ld) 


d'où il résulte, à cause de l'équation 
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Par conséquent, d'aprés le $ 3, 


Ez) 1 


a2 + — ——— — 
3 US 0,2 + P, S 1 
Gm + Bu 
En substituant à la fraction continue la fraction ordinaire qui lui est égale 


Pm(4) 
dm (2) 





on trouve 





F(z) = Ym(z) 


Pn (2) 
Pour cette valeur de F(z) les formules (1), (2) nous donnent 


v vv 


2 Em(2) 
Jf(x)dx > c Jaen 


a 


v vo 


Em(z) 
JF(x)dx < Tice 


a 
Ceci aura lieu pour toutes les valeurs de v satisfaisant à l'équation 
Pm(v) z— E 
En pesant l'un aprés l'autre 
v — A, p. s 


(z, et z, signifient comme auparavant des racines de l'équation 


Pate) = 0, 


et z, > z) nous déduisons de ces formules 
oy gale) z) 
frio) = C^ gm (z)’ 
)da < Pula) 
free pr DSL 
fi x)da > D Pn(a) 


; Vm (2)’ 


fra < & 2. 
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Et en retranchant les deux dernières inégalités des deux premieres on 


trouve 


Zn Fo 
fre yis < D beat 


> if f (z)dz > 2d 


Et comme nous lavons vu au § 1 ces inégalités nous conduisent 





aux mêmes valeurs limites de l'intégrale 


fre) ) dx 


que nous avons communiquées dans le Journal de Liouvinue pour le cas 
considéré. 
$ 5. Pour appliquer les formules (1) et (2) à la résolution du 
probléme proposé dans le mémoire précité, nous supposons que les trois 
quantités données 
p, a, k 


sont déterminées par les formules suivantes: 


b 


n ff(x)dz, 


0 


b 
J vf(z)dz 
d =. — 


S f(«) da 
D 


i= fe 


et que l'on veut trouver les valeurs limites de l'intégrale 


2 








(a) de. 


v 


+ Jf (c) dz 


0 


pour le cas où la fonction inconnue f(x) ne devient pas négative pour 
des valeurs de x entre o et v. 
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Vu que les trois quantités 
2 05v 


déterminent les valeurs des trois intégrales 


ff (o) dz = i 
0 

fof (a)de ps 
0 


f f(w)dx = pd’ + k, 


les valeurs limites de l'intégrale 
E 
f(x) dx 


0 

dans le problème considéré seront déterminées par les formules qui 
s'appliquent au cas, quand le nombre des intégrales données est impair 
2m + 1; il faut poser de plus 

mT, a— ©; 

A pe zu 

2 ls 
A, = pd° + k. 


Pour déterminer la fraction continue 





I 
Ame ar 02m 
nous développons l'expression 
A A p pd 
0 d MM bee 
+o ary 


zZ z 
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en une fraction continue, en nous arrétant toutefois au premier dé- 
nominateur, ce qui nous donne 








I nm 
dzdÜ, s» d 
Dp Pp 
Nous trouvons donc 
VUES Cu cod rena) E 
d) LED dz) M 
P p 
gYG) p 








Pour déterminer la quantité constante 4,,, — a, nous développons 
en fraction continue l'expression i; 








A, ui A, Ar p ES pd im pd + k 
2 ce CODO PR QURE 
en nous arrétant au second dénominateur et ne considérant que le premier 
meinbre de ce dernier. De cette maniere nous trouvons 
St po E I 
z^ ^ s—d I 


folo IE 





» pd 
pe +h 





mU. 


? 


d'ou l'on déduit, conformément à ce qui a été exposé au § 2, 





$ 6. En substituant ces valeurs dans la formule (5) on trouve la 
fraction 

k 

pd 

Du 

0 m 


pb =) 


d—v+ 


dont le signe deeide, d’apres le $ 3, quelle des deux formules (6), (7) 
doit étre employée pour déterminer la fonction Z. 
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Vu que cette fraction ne change de signe que pour les valeurs 


k k 
Uer d TER on reac 
pour lesquelles elle devient co ou o, tandis que pour v — co et v — — co 
elle est égale à + 1 ou — 1, on voit que cette fraction sera positive 
pour 
v «d 2 
1 p(b — d) 

et pour 

v>d+ M = 


tandis qu'elle est négative lorsque v est contenu entre les limites 


k k 
dod US d 3 


; 5 k E k 
Par conséquent, si o — d Tue ou bien v > d + 78 nous devons, 


conformément au § 3, nous servir de la formule (6) pour déterminer la 
fonction Z, ce qui nous donne 








Au contraire, dans le eas ou 


k 
d — ve <r<d+ 


la fonction Z sera déterminée par la formule (7) qui nous donne 


2 > 





Zab a (ad — b — 9) + (6 — do — 4) 


i [Pb — d)d — k][p(v— d)d — k][p(v — dXb — d) Re 1 
k*(z — d) — pk*(b — dXv — d) 








En passant maintenant à la détermination de la fraction rationnelle F(z), 
conformément au § 3, nous remarquons que dans le eas considéré la 
fraction continue 


Sur la représentation des valeurs limites des intégrales. 49 





I 
————- I 
a,z + B, NODE CU ege À 
; I 
Ame + Bm 
ne contient qu'un seul dénominateur 
ge id 
Che qu SS SE 
1 B » p 
da formule (3) se réduit done à 
I 
Eg) EE 1 
fp. yar 274 


Aux deux valeurs de Z correspondent done les valeurs suivantes de F(z): 





PO WE a 


PE k 
(z == (2 — d + = 





’ 


pg. — pb t »—4d) +k + (b — d(E— d)p 
a) = z(z — b)(z — v) à 


La premiere de ces valeurs aura lieu, d’après ce que nous avons vu, dans 


le cas ou 
k 
p(b — d) 





DZ — 
ou bien 
k 
v>d+ pd! 


la seconde dans le cas ou 


k k 
ten e new 


En introduisant ces valeurs de F(z) dans les formules (1) et (2) et en 
posant @ == 0, nous trouvons que les valeurs limites de l'intégrale 


J f(x) dz 
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que nous cherchons dans le probléme considéré, seront données par les 














formules 
v—w p 3 : d 
fre r)da > 2 LES 
—o (z — »(s — n E 
(8) à 
D o+w €— 
ff Cote = i XD 
dans le cas ou 
k 
v «d p(b — d) 
ou 
>d+ e 
v pd! 


et par les formules 





, 


pz — p(b + v— d) + k + (b — d)(v — d)p 
[re v dat = b z(z — b)(z — v) 


—w 





pg — p{b + v — d)z +k + (b — d)(v — d)p 
fro) s )da = & z(z — byz — v) À 


dans le cas où 


d — E Ote 
p(b— 


$ 7. Si nous nous arrétons au cas 





«d 2 
v p. OE 
p(b— d)’ 
nous remarquons que pour telles valeurs de z comprises entre 2 = — w 
et z — v + c, la fraction 
(2 — v 
ps ) ah v—d 





k 
(g-—v)(z—d + — te —;) 
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ne peut, devenir oo que pour 


k 5 ; 
vu que la seconde valeur z = d — ————,, pour laquelle cette fraction 


p(v — d) 
devient oo, surpasse, pour les valeurs considérées de v et pour @ infini- 
ment petit, aussi bien v + © que v — e. Quant à la valeur 


elle sera contenue, à cause de l'inégalité , 


© > O, 
dans les limites 
=O); v+o, 
mais elle sera en dehors des limites 
— ©, D — oO. 


Par conséquent, pour les valetirs considérées de v, le résidu intégral 














k 
vw HAC AC) p seems, 
e (a ( ES k 
ms iE < pw — =| 
se réduira à zéro, tandis que le résidu intégral 
Ie 
vto =, 
De ] 
—u) (2 = ae — n. + po = — 


se réduira au résidu correspondant à z — v, qui est égal 


kp 
k + p(v — dy 
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: ‘ k , 
Par conséquent, dans le cas où v < 4 DER d) les formules (8) se re- 


duisent aux sulvantes: 


ro EO, 


. = EN 
[et ga 


0 


Passant maintenant au cas, 


1 k 
Bar 


Nous remarquons que dans ce cas la valeur 











LI k 
a | p(vu—d)y’ 
pour laquelle la fraction 
k 
Pla v) + m Hc 
Ge (s coque ae 
p — d), 


devient infinie, est contenue aussi bien entre les limites 


— ©, v — © 
qu'entre les limites 
— (0, v+oa 


tandis que l'autre valeur z — v, pour laquelle cette fraction devient aussi 
co, n'est contenue qu'entre les deux dernières limites. - Par conséquent 
le résidu intégral 
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lequel est égal a 
p (v— dy 
k + p(v— dy? 
tandis que le résidu intégral 


k 
v+w pla P v) d mu 





—w (z — »(: —d EO: =) 





sera egal a la somme des résidus de la fraction 


k 
Bee 





es tn 


correspondants aux deux valeurs de 2, pour lesquelles cette fraction 
devient infinie. Cette somme est égale à p. Pour ces valeurs des ré- 


sidus intégraux, les forinules (8) nous donnent 





pi(v — dy 
fro) DE pos =a) 


fro) x)dx < p. 


Il nous reste encore à étudier plus en détail le cas ou 


k 


LE pni t4 


d 
Pour ces valeurs de v, les valeurs limites de intégrale 


r 


S[f(x)dx 


0 


sont donnees, d’apres le $ 6, par les formules 





ge — p(b + v — d)z + k + (b — d)(v — ap 


free x) dx = 2(2 — b)(z — %) 


p vo 


3 pe — p(b + v — d)2+ k + (b— ah (v — d)p. 
z)dax < 
Ka z(z — b)(z — v) 


—w 
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Vu que des 3 valeurs 


pour lesquelles la fraction 


pz — y(b-4v— d) + k + (b — dj(o — d)p 
z(z — b)(z — v) 





devient infinie, la premiére, z — o, est contenue aussi bien entre les limites 


— 6, v— o, 
; dt 
qu'entre les limites 
— 0, v + ©, 
la seconde z — b n'est contenue ni entre les premieres, ni entre les se- 
condes limites, tandis que la troisiéme, z — v n'est contenue qu'entre les 
secondes limites, le résidu intégral 








pre — p(b + v — d)z + k + (b — d\v — d)p 
z(z — b)(z — v) 


se reduit au résidu correspondant à z — o, lequel est égal à 


(b — d)(v — d)p +k 


bv 





tandis que le résidu intégral 


DO 


» pz — p(b + v — d)z + k + (b — d)(v — d)p 
- Z(z— by(z — v) 





—tu 


est égal à la somme des résidus correspondant à z — 0 et à z — vj 
ces résidus sont respectivement égaux à 





(b — div — d)p + k 
* bv i 
d(b—d)p+k, 
(b—v) ^ 
leur somme est done 
(b — d)b + d — v)p —k 
b(b — v) 
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Il résulte par conséquent de ces formules 





^ ._< (b — div — d)p +k 
flo) ae ag FT I 

1 MM (b—dyb +d —v)p—k 
ftla)de = en 


On voit done que de. lexpression des valeurs limites de l'intégrale 


LJ 


| fc) da à l'aide de résidus intégraux, découlent toutes les formules com- 
a 


muniquées dans mon mémoire, inséré dans le Journal de LrovvirrE sous 
le titre: Sur les valeurs limites des intégrales. 
§ 8. Il est facile de s'assurer de l'exactitude des valeurs limites de 


v 


l'intégrale Sra)ax que nous avons trouvées pour le cas ou l'on connait 
a 
les valeurs des intégrales 


b 


J'(x)dx, Fara)dz, Se’t(a)dz, NE 


a a 


\ 


et que de plus la fonction inconnue f(x) reste positive entre a et b, à 
l'aide de l'équation 


HO — LUF (2) 


laquelle aura toujours lieu, en conséquence des propriétés de la fonction 
rationnelle F(z) déterminée par les formules (3), (4), (6), (7), sitôt que 
U désigne une fonction entière dont le degré est moindre que le nombre 
des intégrales données 


b b b 


Sre)a, ferte)de, frre)ar, hee 


a a a 

Quant à la déduction de ces mémes formules par la méthode des 
quantités maxima et minima, cette question sera l'objet d'un mémoire 
partieulier, dans lequel nous montrerons aussi d'autres applications de la 
fonction rationnelle 7(z). On verra entre autre que les deux racines 
de l'équation 
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les plus rapprochées de la racine 
pu 


fournissent la solution du probléme suivant par rapport à la fonction 
f(x): dans quelles limites, en partant de x — v ou en finissant par v = v, 
la fonction f(x) peut elle avoir une valeur constante égale à zéro? 

En assignant à v dans les formules qui déterminent F(z) certaines 
valeurs spéciales, nous trouvons deux fractions F(z), F,(z) telles, que 
les résidus intégraux | 


báo b+w 


F(z)0() _€ F,(2)6(2) 


a—w a—w 


représentent les valeurs limites de l'intégrale 


fron T)da t 


sous condition, que pour toutes les valeurs de x entre y — «a et x — b 
la fonction #(x) reste finie et continue et que sa dérivée, dont l'ordre 


est égal au SN des intégrales données 
1 b 


f(x)dx, ‘xflx)dr, DA) AS EE 
fre Jrf(x) Jefe) 


a 
ne change pas de signe. Si le nombre de ces intégrales est pair, ces 
valeurs spéciales de F(z) peuvent être deduites des formules (3) et (4) 
en supposant v = 6, ou bien v égal à une racine quelconque de l'équa- 
tion d,(x) = o. Si au contraire le nombre des intégrales données 


b 


ff(zde, feld, . f: ?n fa) dr, 


est impair, les fractions F,(z) et F,(z) peuvent être déduites des formules 
(3) et (6) en supposant v =a, v — b. 

A l'aide des fractions, déterminées par les formules (3), (4), (6), (7) 
on peut aussi trouver les valeurs limites de l'intégrale 


J f(x)da 


quelles que soient 4, v» pourvu seulement, que dans les intégrales données 
lune des limites soit égale a + oo. 





SUR UNE QUESTION DE MAXIMUM ET DE MINIMUM 


PAR 


PROPOSEE PAR M. TCHEBYCHEFF 


A. MARKOFF 


à Sıt PÉTERSBOURG. 


M. Tcuesycuerr à proposé en 1874! une question trés intéressante 
relative à certains maxima et minima. Ayant eu occasion d'approfondir 


cette matiére, je me permets d'exposer ici les considérations qui m'ont 
amené à la résolution de la question de M. Tcuesycunrr d'une maniere 


qui me semble étre trés générale. 


Notations et conditions: 


Vos" HE) 42) A 


2) je pose 


AP (2); S 


4) 


SES 
HAE. 


2 


14 


“a(z), 9(z) sont des fonctions données de z; 


-, Az) 
; Ar(2) . 
PII (i - d'à (2) 
e A(z) |, 86) eee 





., A(z), Q(z) 





! Sur les valeurs limites 
et appliquées, 1874). 


Acta mathematica, 9. 


des 


5 Octobre 188¢ 


intégrales (Journal de mathématiques pures 
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4) a et b sont des nombres donnés, 
5) Ma, m», ..., m, des nombres positifs et indéterminés, 
6) 1, Hs... . Y, des nombres indéterminés compris entre a et b 
J19 329 9 Jv >] 
7) » restant aussi indéterminé, 
8) et on a 
Do; Dic. tr CE) 
2> 0, AG(2) > 0; A0) c 10, o CENA > 


pour toutes les valeurs de z comprises entre a et 5. 
Le but final de cette note est la résolution de la question suivante: 
Il faut trouver les nombres 


DIS On LUI RR OY n 2158029 on dh 


tels que les sommes 


2m, A (yi), > md), ees ya ale Ax (ro), ate ico Ee 
aient des valeurs prises à priori 
Ay Roy ces Ant 
et en méme temps tels que la somme 
Xm, 2(y;), 


étendue aux valeurs de y,, qui ne dépassent pas une certaine limite v 
(a < v « D), soit maximum ou minimum. 
Remarque 1. Nous supposons d'abord que les équations 


~m,Ai(y;) = a, EMA) = CMS Emi): 


sont compatibles. 
Remarque 2. Pour plus de facilité on peut exprimer les sommes 
considérées de la maniere suivante 


b b b b 
2m, (y), LAW 7 5 mS) Lm2(y) 
a a a a 


et avec ca rien ne nous empéche d'étendre ces sommes à toutes les va- 
leurs de y comprises entre a et b ou bien entre a et v: il suffit seule- 
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ment de prendre m égal à zéro pour toutes les valeurs de y excepté 
His Yoo sss, Ps Remarquons qu'en résolvant la question proposée, nous 
obtenons en méme temps les limites exactes de la valeur de l'intégrale 


fant, 


lorsque les valeurs des intégrales 


fatytydy, frly)fy)dy, .:., SArıfly)ay 


sont données et qu'aucune fonction f(y) ne peut devenir négative entre 

les limites de l'intégration: A 
Formule importante: 

d A4 4(9) dD; 


dz dz ' 





D A (y =D. A, ,(2) 


ou bien 





De d CENSET 
Dia dz \ D, } 


Théoréme 1. Quelles que soient les valeurs des constantes 


Pes Prrıs Drgos see Pays 


l'équation 
Pr An (A) AF Piss Dr (Aer) emen a Dus Aaa (An 1) = © 


ne peut pas avoir plus de »— + 1 racines entre a et b. 
Démonstration. Désignons le premier membre de notre équation par 
®, ,(z) En vertu de la formule précédente on a 





D; dodi) à S is 
De mE (- =D. 2) D ANG (Apes pets ete Pur Qiang) = Dil?) 


et par conséquent dans l'intervalle entre a et b le nombre des racines 
de l'équation 





! Brrosout, Théorie des déterminants, 1856. — Formules 14 et 93. 
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ne peut dépasser le nombre des racines de l'équation 


9,2) — o 
que d'une unité. 
Pour la méme raison le nombre des racines de l'équation 


dans l'intervalle entre a et d ne peut surpasser que d'une unité le nombre 
des racines de léquation 
De) © 
dans le méme intervalle. 
En répétant successivement les memes considérations nous arrivons 


enfin à l'équation 
Du -— (9) 


qui n'a point de racines dans l'intervalle entre a et 0. 
Or le nombre des racines de l'équation primitive 


dans l'intervalle de a à b ne peut surpasser que de » — Kk + 1 unités 
le nombre des racines de la derniére équation 


Dua D = (Oh 


Notre théoréme en résulte immédiatement. 
Corollaire. Quels que soient les nombres 
UE Jos hare S$) Yu +1 
compris entre a et b et les nombres 


doudou ss. Ar ERBEN. IR. 


avec la condition 1 — p + 1 > pi, il existe seulement un système de valeurs 
des coefficients 


Di P» Lo Pr F1 
pour lequel la fonction 


D(z) = mA(2) + plz) +... + puaAsa2) 
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satisfait aux équations 
O(y,) = Ay, Ply.) = Ar, +--+ Diu Rd cc Que a 
D) = bi; (yj) = By, -.-, d'(y,) = D,. 
Théoréme 2. Conservant les notations du théoreme précédent, nous 
pouvons affirmer, que le nombre des racines de l'équation 
Dee S) 


comprises entre « et c (a < c < b) augmenté du nombre des racines de 
l'équation 
0, .(2) = o 


comprises entre c et b ne peut être plus grand que » — k + 2. 
| " à 
Démonstration. Admettons que les racines des équations 


DO, Ale) A eto 0. (2) 9; 


étant rangées par ordre croissant, sont 


(k—1) 
{ 


m(k—1) „(k—1) »! 
De Gi 


pour la premiere equation et 


n(k— (k— (k— = 
mui qi... ee, pour la seconde. 


Pour g < 1 notre theoreme se ramene au précédent. Mais lorsqu'on 
a g — I, il est bien facile de voir que l'équation 


D,(z) = ^,(9) 


aura g — 1 racines 


dans lintervalle de a à x^" et que l'équation 
DE 
devra contenir A — 1 racines comprises entre x, et h et encore une 
racine entre #9, et wa’. 
Poussant plus loin les mémes raisonnements nous arrivons enfin a 


nous convaincre que l'équation 
0,,, (2) = 0 


doit avoir A racines entre a et b, 
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Il en résulte, qu'en vertu du théoréme précédent nous avons 


hin—k—g+.2 


"gen —hT 2 


c'est ce qu'il fallait démontrer. 
Corollaire. Etant donnés, dans l'intervalle entre a et b, » + 1 nombres 


EEE EEE E COE 
dont les 7 premiers satisfont à l'équation 


&(2) = 92) 


tandis que les # —/ + 1 autres nombres satisfont à l'équation 


$(z) — o, 
on peut alors se convaincre, que l'on aura toujours 

d(z) « 9(z) pour di zen 

d(z) > 2) pour ER LU 
@(z) « 9(z) pour Wi ea Sod 

(— o ) > (— 1y9(z) pour X,«2«m 

(— xy*'d(z) > (— 1y*'2(z) pour a<z<z, 
O(z)>0 pour UD EC Ding 
D(z) <o pour D bre 
(— 1)"‘@(z) 70 pour m. «a n 

(— 1y-*! (2) > o pour ME OBS 


Donnant maintenant à quelques-uns des nombres 


des valeurs de plus en plus rapprochées jusqu'à la formation de racines 
multiples, il n'est point difficile de déduire des propositions d'une assez 
grande importance, 
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: n+1 
Theoreme 3. Lorsqu’on a nombres 





De Si Lg IE MD 
nm + I 





compris entre a et b et encore + 1 nombres positifs 


MM, Mag i Me 


2 


n étant impair, on aura toujours les inégalités 


Ymo(y) « M29(a) + M,2(x,) +... + M, ,2(; ,) + M,2(2;) 
> M29(a)-- M,92(z,) +... + Mi ,2(v; 1) 


pour chaque systéme de nombres m et y satisfaisant aux conditions 
m > o, a<y<b 
b 
Zn, (y) = Mi,(a) + Mix) + ... + M, aa Aa). 


2 
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(k=1, 2, 3,..., 14-1) 


Démonstration. Posons | 

D(z) a DA, (2) qe P2%, (2) Arc ParıAnzı(2) 
) = qiÀ (2) == Gh(2) cos 95 wey eee) 

et déterminons les constantes 


Dis Poy ++ +9 Dua Qi; dos * - > Inti 


conformément aux conditions 


D(,,1) — Y"(2n41) ly De) Wa. 


2 2 


64 A. Markoff. 


On a alors premiérement, d'aprés le corollaire du théoréme précédent 
Em Oy) > md (y) > E may) > Xaw(y) = Em (y) 
et d’autre part il est facile de voir que 
Em Oy) — M 2(a) + M,2(a,) +... + M.12(@_”,) + MA(x;) 
et 
X» V'(y) = M2(a) + M, 9(2,) +... + M, ,9(z, 4). 


D'ou résultent immédiatement nos inégalités citées ci-dessus. 
n +I 
2 





Théorème 4 Lorsqu'on a nombres 


ST SS sey CTP 


2 





n+I 
2 





compris entre a et b et encore -F 1 nombres positifs 


35. M... M, BE, 
Fo 


n étant impair, on aura toujours les inégalités 


2» m2(y) « M,9(z,) +...+ Mi ,2(v; 4) + Mi 9(a,) 
>M,2(&)+:-:- + M, ,9(x;) 
pour chaque systéme de nombres m et y, satisfaisant aux conditions 


m > oO, a<y<b, 


Im) (y) — MiA(G)- Mare) +... + M, aA a) + M'A). 


(k=1, 2,3, ..., n- 1) 


La démonstration de ce théoréme est la méme que celle du précédent. 


nombres 





x Ts 5 : o . 4 n +I 
Théorème 5. Si, » étant impair, il y avait un des 


Lis Los «+0, nyt 
(em, <b «oo Loeb) 


2 
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egal à « ou à b et en méme temps si 


M,, M,, CAD] M, 


9 





étaient des nombres positifs, il n'y aurait alors qu'un systéme de nombres 


m et y satisfaisant aux conditions 
m > O, G <4) <= DE 


Zmi(y) = Mala) + WA (ee) +... + Mi aA), 


2 





(K=1,,2, 3, ..., 13-1) 


savoir 





Ce dernier théoréme peut être déduit des précédents comme un cas 
particulier. 

Il peut encore étre démontré indépendamment par la méthode pré- 
cédente. 

Remarque 1. Il est évident que tous nos théoremes ont lieu aussi 
dans le cas, ou a et D sont remplacés par d'autres quantités a’ et /' 
satisfaisant à la condition 


ESSET NSO 


Remarque 2. Pour la résolution. compléte de notre question il 
faudrait donner encore quelques théorémes semblables aux précédents. 

Nous nous bornerons cependant aux théorémes cités ci-dessus, par- 
ce que nous avons en vue de considérer seulement le cas, où » est im- 
pair et v n'est pas égal à 5. 

La résolution de la question posée, dans le cas de » impair et» <b, 
consiste dans la proposition suivante: 

Les maximum et minimum cherchés de la somme 


Lm2(y) 


correspondent au cas enticrement défini oh m n'est différent de zéro que 
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i I : 
DOUT ——— 1 valeurs de y, parmi lesquelles se trouvent v et un des 
I l 
2 | 


nombres a et b. 
Or le maximum ne diffère du «minimum que d'un terme de toute 
v | 
somme Lm2(y), précisément du terme, qui correspond à la valeur y = v; | 
- 
pour avoir le maximum il faut introduire ce terme dans la somme, pour 
le minimum il ne faut pas l'introduire. 
Démonstration. L'existence du maximum et du minimum est considérée 
comme évidente à priori, comme on le fait souvent dans d'autres cas. 
Démontrons maintenant que dans tous les cas excepté dans le cas | 


v 
ci-dessus on peut augmenter ou diminuer la somme ZmQ(y) a volonté. 
a 


Remarquons encore qu'en comparant les deux sommes nous allons 
souvent y laisser de côté les termes communs en diminuant d’après cela 


le nombre des termes. 


: 4 n + I 2 
Premier cas. Etant donné y’ = , solent 





D 


«^ cn 
Vy S ys ee S vi 


des valeurs de y différentes entre elles, auxquelles correspondent des 
valeurs positives de m 
3015 is ee inte 


Supposons encore que l'on a 
Yi; < 0 S ua 
On peut donner aux nombres 
Yay Mas ee Wai Mis Moy ces Mia 
quelques accroissements infiniment petits 
29 Ego +++ 4m fas Bar sees Hp 


et afin que les sommes 


b 


h b b 
mA, (y), 27mÀ, (9)5 Re Lm (y) 


a 
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restent sans changement, ces accroissements doivent satisfaire aux équations 


(m, + 4) A QR) An (m, xis Its) (a s €) dresser (nu + ta 1) Ac aa Pe) 
— MAY) FM Alm) Bee + mA) 696m esrb 


- 


L’accroissement correspondant de la somme 


ZmQ(y) 


est égal à 
(m, + py) 9(y,) + (m, + 2) 9(y, + 9) +. + (ni + n) QG + 8) 
— m, Q(y,) — m, 2(y,) — ...— m, 9(y.). 


Les équations précédentes ne déterminent que les rapports réciproques 


des accroissements 


z 
- 


33 sey $741) His Hs sey Py 41 


29 


de manière qu'on peut prendre l'un de ces accroissements comme arbitraire. 
On peut encore se convaincre à l'aide du théoréme 5, que toutes les 
quantités infiniment petites 


= 
29 CX) i ONDE) CP 


sont d’un même ordre et les quantités 


pas Has 555 [4 


sont du méme ordre ou bien quelques-unes de ces dernieres peuvent 
étre dun ordre supérieur. 
Par conséquent e, peut être pris à volonté positif ou négatif. 
Si l'on a e, > o, alors d'aprés le théorème 3 (remplaçant a par 5) 
CL 


l'accroissement de la somme &m&2(y) devient positif; au cas contraire il 


a 
sera négatif. 
Cette transformation peut être pratiquée aussi dans le cas, où jy, — (t. 
Mais si lon a y,,, =, cette transformation n'est plus possible, 


parce qu'alors il est impossible de changer le signe de ¢,,, à volonté 
(6,44 < 0). 
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Dans ce cas on peut en vertu du théoréme 4 augmenter ou diminuer 
la somme Eng 2(y) en faisant varier les valeurs de 


Yır Yay es Wor Wi, My, sos Wy. 


Quant au cas de y, = a et y,,, = 5, nous le considérons à part. 
Le second cas ne differe du précédent que par 


Jy, a eb Yrn — b. 


Désignons par m” la valeur de m correspondante à y =v. On peut 
donner aux nombres 


Ys 9 3o 1-532 Ur Toy Mange sir dy ee AR 


des accroissements infiniment petits 


= 


PY ALES): proc 


- 


(v) 
y» Has Par o rs A 


satisfaisant aux équations 


(m, xis Jh) A) zm (m, ar I) A (Yo SF E>) RS Du (m, IE LAO ds s,) 
+ (dy + pa) (Us) sis HOV) = = mA, (y) + m, À, (y. ) res rs 


(k=1, 2, 3, ..., n-- 15 


Le nombre de nos équations est moindre d'une unite que celui des accrois- 
sements. 

Cependant dans ce cas il est impossible de changer les signes des 
accrojssements car 5/? peut être égal à zéro et par conséquent on doit 
poser 

pozo 


afin que la somme m” + u^? soit absolument positive. Or d'apres le 
théoréme 5 on peut démontrer, que 


iO et EE ESI 


Quant à l'accroissement de la somme Ims 2(y), il peut étre pris a volonte 
égal à l'expression 
(m, + pj) 9 (ys + eo) +... + (mn, + p) (y; + €) + 6E? 9 (v) 
— (— py) (y) — m,9(y,) — ...— m, 9(y;) 
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ou à l'expression 
(m, + pr) Q9 (ys + €) +... + Qn; + p)2 (y, + €) 
— (— p,)2(y,) — my) — ... — m, (y). 


La premiere de ces expressions est positive d’apres le théoreme (4) et la 
seconde est négative. 
Troisième cas. Soient 
+ Oh <b Sean Se 


y 


des valeurs différentes de y, auxquelles correspondent des valeurs po- 


sitives de » 
mp NAPE Dam 


Nous supposons de plus qu'aucune de ces valeurs de y n'est égale ni à 


e 
a ni à b. 
Comme dans ce qui précede on peut donner aux nombres 


Vis ila Ade VS dU (Ley OOO NM 
des accrolssements infiniment petits 
Sher EB Mon: TE VIP amie ae Ona ae 
pP étant > o. 
Il est facile de conclure d'aprés le théoréme 5 que l'on a 
= <O et 6$,-0. 

Ensuite d’apres les theoremes 3 et 4, comme nous l'avons fait auparavant, 
nous déduisons qu'on peut augmenter ou diminuer à volonté la somme 
259 

a 


Conclusion. Ayant égard aux résultats de nos considérations, il n'est 
pas difficile de voir, comme nous l'avons dit, que les maximum et mi- 
nimum cherchés ne peuvent avoir lieu que dans le cas, ou 


n + I 


5 
* 





+ 1 


p» = 
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et en méme temps ou se trouvent parmi les quantités 
Jis Yas eee WY 


la valeur v et une des valeur a et b. Effectivement les théorèmes 3 et 


r 

4 nous. montrent que dans ce cas la somme 22m (y) atteint le maximum 
a 

ou le minimum selon que nous comptons ou ne comptons pas la quantité 

m Q(v) appartenant à ses termes. 

Remarque. D'une maniere analogue à ce qui* précéde on peut 
donner la résolution de notre question dans les cas, où on a v = b ou 
bien # étant pair. 

Remarquons encore que dans mon mémoire sur quelques applications 
des fractions continues! yai discuté le cas particulier ou 


ANA AE) CR MAIRE 


Dans ce cas les inconnues 
Vis Yor 3 WY 


se déterminent comme les racines d'une certaine équation algébrique. 
Quant aux inconnues 
ER 


y 


on les détermine à laide d'un systéme d'équations du premier degré par 
les valeurs 

Wis Yas veer s 
trouvées auparavant. 


S:t Pétersbourg, Janvier 1886. 





" MAPROB'b, A. O HEKOTOPLXB HPHAOSKEHIAXB AJITEBPAHUECKHX'b. HEIIPEPBIBHBIN'b 
APOGBEl. C.-IIETEP5YPTE 1854. 


SUR UNE DEMONSTRATION DU 
THEOREME FONDAMENTAL DE LA THEORIE DES EQUATIONS 


ALGEBRIQUES 
PAR 


GINO LORIA 


à MANTOUE. 


La démonstration du théorème fondamental de la théorie des équa- 
tions algébriques, que M. Horsr vient d'exposer dans les Acta mathe- 
matica (T. 8, p. 155 et suiv.) n'est pas nouvelle quant au fond. En 
effet, dans un ouvrage — peut-étre peu répandu — qui a paru pour la 
premiere fois en 1828 et dont la seconde édition a été publiée il y vingt- 
cinq ans sous le titre La vraie théorie des quantités négatives et des quan- 
tités prétendues imaginaires. Dedie aux amis de l'évidence par C. V. Mourry 
(Paris, Mallet-Bachelier, 1861), on en trouve une qui est tout-à-fait sem- 
blable à celle du savant norvegien.' 

— Les seules différences qu'on remarque entre le raisonnement de M. 
Horst et celui de Mourey consistent dans l'ordre et dans le cachet géomé- 
trique qu'y a donné ce dernier. ll débute en effet (p. 76) en se posant 
le probléme: Etant donnés de position dans un plan plusieurs points en 
nombre quelconque, trouver un point de ce plan tel que, si l'on tire les 
chemins? qui le joignent aux points donnés, leur produit soit égal à un 
chemin donné; et il remarque ensuite que, si l'un des points donnés re- 
présente le nombre o (hypothese toujours réalisable), la solution du pro- 








' Comp. LrovviLLE, Sur le principe fondamental de la théorie des équations algé- 


briques, (Journal de mathématiques, T. IV, 1839). 
* »Chemin» a iei la méme signification que le mot allemand »Strecke». 
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bléme dépend de la résolution d'une équation de degré égal au nombre 
des points donnés et de la forme suivante: 


(A) zb + zy(6 + a)... — g. 


Il ajoute: »Si tout probléme de cette nature peut être résolu au moins 
d'une maniére et si toute équation à une seule inconnue est la traduction 
d'un probléme de cette nature (c'est-à-dire si elle peut se mettre sous la 
forme (A)) il s'ensuivra que toute équation a au moins une racine.» 

Or, pour prouver la premiére de ces propositions, il décompose 
l'équation (A) en deux autres qui ne sont autre chose que la Modul- 
gleichung et Y Argumentgleichung de M. Horst, et il montre. (par des rai- 
sonnements qui offrent une analogie saisissante avec ceux de M. Horsr) 
qu'elles ont au moins une solution; pour démontrer la seconde des pro- 
positions précédentes, il fait voir qu'elle revient à admettre qu'une équa- 
tion de degré » — 1 a » — 1 racines C’est le point de départ de M. 
Horsr, tandis qu'on peut dire que la base du raisonnement de Mourry 
est l'équation (1) du mémoire de ce géomètre. 

Je crois que ces indications seront suffisantes pour justifier la remarque 
faite par moi au début de cette petite note. 


Mantoue, 15 Juillet 1886. 


=] 
oo 


DIE FLACHEN CONSTANTER KRUMMUNG 
MIT- EINEM SYSTEM SPHARISCHER KRUMMUNGSLINIEN 


DARGESTELLT MIT HILFE VON 
« 


THETAFUNCTIONEN ZWEIER VARIABELN 


HERMANN DOBRINER 


in FRANKFURT a/M. 


Die Flächen constanter Krümmung mit einem System sphärischer 


Krümmungslinien hat zuerst Exneprr ' 


untersucht. Zur analytischen Dar- 
stellung derselben verwendet er drei Functionen einer Veränderlichen «, 
die erst durch Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen zu 
finden sind. 

Zwei von diesen Functionen, in der ExxEgrEnschen Abhandlung mit 
p und 4 bezeichnet, genügen zwei simultanen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, für welche die beiden ersten Integrale bekannt sind.” 
Die dritte Function c ist eine particuläre, keine willkürliche Constante 
enthaltende Lösung der Differentialgleichung ' 


(v^ dde RU IE 
y du 94 q 


! Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 
aus dem Jahre 1868, p. 421—443. 

* a. a. O., p. 425, Gleichungssystem (7). 

? a. a. O., p. 426, (10) und p. 431, vierte Gleichung von (26). 

"caras Orpnura2 Om: (IT). 
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In dieser bedeutet g die Constante, deren reciprokem Quadrat das 
positiv angenommene Krümmungsmass der gesuchten Fläche gleich ist. 

Die Integration dieser drei Differentialgleichungen hat Exx£rer nicht 
ausgeführt. Er bemerkt am Schlusse seiner Abhandlung: Die Bestimmung 
von p, q und ç in Function von u scheint auf grosse Schwierigkeiten zu 
stossen. Auch von anderer Seite ist, soweit mir bekannt, die Lösung des 
Problems nicht weiter geführt worden. 

Mir war bereits vor längerer Zeit die Integration der Gleichungen 
für p und q gelungen. Ich fand, dass diese Grössen als Quotienten von 
9-Functionen zweier Veränderlichen darstellbar sind. Dieses Resultat 
liess es aber kaum, wahrscheinlich erscheinen, dass auch die directe Inte- 
eration der Gleichung für c gelingen werde. 

Die Beschäftigung mit der allgemeinen Theorie der Flächen mit 
einem System sphärischer Krümmungslinien liess mich indessen erkennen, 
dass jene Gleichung in gewissem Sinne nur von secundärer Bedeutung ist. 

Wenn die Mittelpunkte der die sphärischen Krümmungslinien oscu- 
lirenden Kugeln sämmtlich auf einer Geraden liegen — und das ist bei 
den Flächen constanter Krümmung der Fall — so ist, wie ich nach- 
gewiesen habe,’ zur Darstellung der Fläche in erster Reihe die Kenntniss 
zweier Systeme von je 9 Grössen erforderlich, zwischen denen die Be- 
dingungsgleichungen einer orthogonalen Substitution bestehn. Geometrisch 
besagt dieses, dass man zwei (imaginäre) Raumeurven zu bestimmen hat, 
die in den Richtungscosinus ihrer Tangenten, Haupt- und Binormalen jene 
orthogonalen Systeme liefern. 

Sind für eine dieser Curven der Krümmungsradius und der Radius 
der Torsion in Function der unabhängigen Variabeln w gegeben, so er- 
wächst die Aufgabe die Werthe der erwähnten neun Richtungscosinus zu 
bestimmen. Und diese Aufgabe führt auf eine Gleichung von der Form ? 


de ~ 


du am f(w) zs f, (wu) cos og. 


Bei Exnserer kommen nun die imaginären Hilfseurven zwar noch 
nicht zur Verwendung. Aber die Gleichung (a) dient doch wesentlich 





! OnkLLES Journal, Bd. 94, p. 153—155. 
* Vgl. darüber die Abhandlung von Hoppr, CnELLEs Journal, Bd. 63, p. 122. 


. 
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zur Aufsuchung der Elemente der einen Curve, für welche in p und q 
Grössen bestimmt sind, die mit ihrem Krümmungs- und Torsionsradius 
in einfachem Zusammenhange stehn. Die Integration von (a) wäre dem- 
nach nicht zu umgehn, wenn man nicht auf andere Weise zu dem ge- 
suchten Orthogonal-Systeme gelangen könnte. Nun lest aber der Um- 
stand, dass p und q 9-Quotienten gleich sind, die Vermuthung nahe, dass 
dasselbe mit dem bekannten aus den 9 Quotienten der graden 4-Func- 
tionen gebildeten Orthogonal-Systeme identisch sei. Und diese Vermu- 
thung findet sich bestitiet. 

Die Elemente der zweiten Hilfscurve lassen sich durch 4-Functionen 
einer Variabeln darstellen, wie nach den Ergebnissen der Enxerer'schen 
Arbeit vorauszusehn war. 

Die folgende Untersuchung geht nur anfangs den von Ennerer ein- 
geschlagenen Wee; sie schliesst sich der in meiner oben angeführten Arbeit 
— die ich in Citaten kurz mit Z7. bezeichnen will — gegebenen Dar- 
stellung der Flächen mit einem System sphärischer Krümmungslinien an. 


D 
- 


Unter dem Parameter v war in 7. die Länge des Bogens der Mittel- 
punktscurve, gemessen von einem beliebigen Anfangspunkte bis zum 
Centrum einer Osculationskugel, verstanden. Jetzt soll über v in anderer 
Weise verfügt werden; deshalb ersetze ich überall v durch V. 

Bezeichnet man 


idV 1 dV 


aoa allt 46r; 


p dv mit Yas 


q dv 


à I s 
Init D UNC mit ms; 
7 P w, Ps 


so lässt sich das Ergebniss des Abschnitts III d) (F. p. 153—155) hin- 
sichtlich der Flächen mit gradliniger Mittelpunktscurve kurz wie folgt 
darstellen. 


Man bestimme zwei Systeme von je 9 Grössen, /,, m,, n, und 
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Ais Pus Vas (kh = 1, 2, 3), die einzeln den Bedingungsgleichungen einer Or- 


thogonal-Substitution und den Differentialgleichungen: 








dl, em dm, 3 di, "T 2 
—— = $057 —— = 9 MÀ El jx bey 
(1) ds qi, , a qa», do FEU? ( My 
und s (h—1,2,3) 
din . . dun o dy, . 
2 —— = in Wop — = — 4; = — ip, À 
(2) az iiy À Ug, 4 Pi An Fr a An 


genügen. In den letzteren sind g,, 9, zwei willkürliche Functionen von 
v und p,, p, zwei willkürliche Functionen von w. Die Grössen /, m, 
hängen allein von der Variabeln v, die A, p, » allein von « ab. 
Führt man ein drittes Orthogonal-System z,, y,, 2, durch die Glei- 
- -, T 
chungen (F. 63) 








I v ; Zim ly, ys T D I hhh h 
Ms co Seo! A c VE 

25, Ly An ER la "s ios ln À An 

(3) j y ; > y An y 2E My Vy y 23». TI, Hg 

9 bi ? V m ^u ste 

2} li, An 2, Ly An 2; Uu An 

up „nm An My 2 + Fe 25 TU, Vj m 25 Toy pg 

a= Rr Pj E s Ta 
VS lh me Zu 22,0, 


(A, 128) 


ein und bestimmt unter Benutzung einer weitern willkürlichen Function 
von v, V, die Grössen Rsing und À coso durch die Gleichungen 


di dv 
(4) dli eos a mE dV 


dv E dv’ 





| Raine =e 


so wird durch 


X, — V=2.Rcosse—y, .Rsino 
1 1 71 2 

i DP S € 
(5) | X, =2,.Rcose—y,.Rsino, 
X, —2,.Rcoso—y,.Rsina 


eine Fläche dargestellt, deren Krümmungslinie v auf einer Kugel mit 
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dem Radius A liegt. Diese Kugel hat ihr Centrum auf der Axe der a, 
im Abstande V vom Nullpunkt und schneidet die Fläche unter dem 
Winkel o. 

Differentiirt man die in (3) gegebenen Grössen r,, y,, 2, nach w und 
nach v, so gelangt man zu den Gleichungssystemen (/. 4* und 4") und 


findet für M, P, N und Q die Werthe: 


M = — 1975 — p» ss 

R— mp2 02219 
(6) ieee 

N = gum 

QD tS 


Ebenso liefert die Differentiation der Coordinaten X,, X,, X, in Rücksicht 
auf die Gleichungen 

Puy fr, und Set qu 

Qu wh Qv JA 





die Ausdrücke 
| f= P.Rcoso — M.Rsino, 


dV dR sing 


te Ox peor att DI = 





dv dv 


Ist U, mj, n; ein zweites Orthogonal-System, welches den Gleichungen (1) 
genügt, so muss es mit /,, m,, n, durch eine lineare Substitution von der 
Form: 


[A 

D = euh Fan + «5, 
M, — AM À uote + ass, a 
My — GU, 4 Quote + Ass 


verbunden sein. Ersetzt man in den Gleichungen (3) überall /,, m,, m, 
durch /, m), »(,, so geht in diesen nur die Veränderung vor, dass an 
Stelle der 2,, (4, », lineare Functionen derselben, Aj, zu, v;, treten, die 
sich wie folgt darstellen: 


Ay, = nd + And Æ O3,As, 
, h 23.9 
Pn = 03s fh E Pai + Asus, uet 


y, = Gy À O39, À 063,94: 
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Hieraus ziehen wir einen wichtigen Schluss. Wenn 4, und 4, ge- 
gebene Functionen sind und man /,, m,, , durch Integration der Glei- 
chungen (1) zu finden hat, so ist es ohne Beeintrachtigung der Allgemein- 
heit gestattet, für dieselben ein beliebiges particulares System von Integral- 
gleichungen zu wählen, wenn nur für 4, 54, », die vollständigen Integral- 
gleichungen des Systems (2) zur Verfügung stehn. 

Geht man dazu über die Constanz des Krümmungsmasses als De- 
dingung einzuführen, so hat man der Untersuchung zunächst die allge- 
meinen Formeln des Abschnitts (F. I.) zu Grunde zu legen, die sich auf 
Flächen mit doppeltgekrümmter Mittelpunktscurve beziehen, und mit dem 
Nachweise zu beginnen, dass es eine Folge obiger Bedingung ist, dass 
die Centra der osculirenden Kugeln auf einer Geraden liegen. 

Die über den Parameter v getroffene specielle Verfügung hat, wie 
man leicht erkennt, für die Gleichungen (F. 1) bis (2. 9) nur die eine 


0 


+ Az . . . ir . 
Folge gehabt, dass "m dem Richtungscosinus (cosa,) einer Linie gleich 
x € 


70 


Q : es ERICH, Tri : 
gesetzt werden konnte. Schreibt man daher überall — für cos «,, so sind* 
= > 


jene Formeln ohne weiteres anwendbar. 
Da die Hauptkrümmungsradien der Fläche 


Pi => und Pa = @ ‘ 
sind, so hat die Gleichung 
I 
ER 7 
Pis 
die andere 
(8) PQ = kfy 


zur Folge. Multiplicirt man diese mit jeder der beiden folgenden 


1 oP ir of ( 
Q Ov g dv 


— M), 


I 9 I og 


P ou f ou GN 
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so erhält man durch Integration 
P? — kf? + (u), 
Q* = kg? + Mv). 


Wenn man aber die neuen Variabeln w, und v, durch die Gleichungen 


1 
du, = duq— kF, dv, = dv o 
einführt, so gehn gleichzeitig 


fe Jr I; Q 


fi — HF, P, — kP, nV, Quo 


über, und obige Gleichungen liefern in Verbindung mit (8) die einfachen 
Relationen 
| P= I; 


(9) 
| pp 
In diesen haben wir den Index 1 wieder fortgelassen, wie wir auch an 


Stelle von w,, v, wieder #, v schreiben. 


Die erste Gleichung (7) kann nun in der Form: 


; R cose Q 





(10) M = } 


R sino KR sinc 
geschrieben werden; hieraus folet wegen 


"pas Mal: 





M=--— — — ! 
Q dv kP ov 
(uy a ghee.  Q' go PO 
) ov “Rsing klsine’ 9v Rsino Rsing 


Differentiirt man eine dieser Gleichungen nach # und beachtet, dass 
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ist, so findet man 


oN _R cos PN 
(12) ay — QN 2 





Rsins  Rsino 
Aus (10) folet ferner 


oM R cose PN 
(13) BYE — ON sino sing = ER sing 


: 3 = CINE 
Vergleicht man den obigen Werth von s, mit dem aus (F. 9) fol- 
v 


genden, so findet man 


R coso PN _ T EA I se ÈS [Og 


= h = À , 
NQ Rsins Rsino ^ do NR sinc dv, MR sine dv 








nach der dritten Gleichung (7. 9) ist aber wegen g = P: 














I dX? P R cose I dHsinc 
zh. JR sing dv Rsing On PIRE Rsns dv ? 
mithin 
_d Te exe N dksino 
nn (5 sinc i)—- sing dv 


oder, wenn man für N seinen Werth aus (F. 9) substituirt: 


NO Al d ( I = 1 dR LL 
m hT PUE > = OF 
dv 


dv \R sine dv (R sino)? dv 








/ 


Se 9X, " : : : 5 
Nun ist fr, = = ^. es müsste also diese Gleichung, falls die Coefficienten 
7 g 
von z,, v,, r, nicht sämmtlich verschwinden, eine andere von der Form 


X, W,(v) + X, W,(v) + X,W,(v) = W(v) 


zur Folge haben, welche besagen würde, dass die Krümmungslinien 
v — Const. nicht blos sphärisch sondern auch eben, also Kreise sind. 
Diesen Fall, der auf Rotationsflichen führt, schliessen wir von der 


Betrachtung aus. Dann haben wir den Coefficienten von x, gleich Null 


zu setzen und finden durch Integration: 


dX; : 
Xe = ¢,(Rsin o) (h=1, 2, 3) 
av ? 
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worin €, ¢,, c, drei beliebige Constanten sind. Aus dieser Relation geht 
hervor, dass de Mittelpunkte (X3, X}, X°) der osculatorischen Kugelflächen 
auf einer Geraden liegen. Verlegt man in diese die Axe der X,, 
miissen die Constanten c, und c, verschwinden und man hat, wenn man 


cee und. c — e setzt, 


so 


dV 
une c(R sin 0)”. 


Da wir nunmehr auf die ersten Formeln zurückzugreifen berechtigt sind, 
so combiniren wir diese Gleichung mit (4) zu dem System: 


| Rsno=- 
| E 
| dR cosa - 4d. 
| 


(14) 


dv e 


dV qi 
dv ra 





poc 
to 


Aus (6) folgt ein Werth für 2 welcher mit dem Werthe aus (11) 


Ov 


verglichen die Gleichung 


, , R cosa_ PQ 
nd tions OM ah Be Rsing — be 
: : dg di à ; , : P 
liefert, in der “at und 3: abgekürzt mit q; und 9, bezeichnet sind. 
€ av = 3 


irsetzt man in ihr z, und y, durch ihre Werthe aus (6) und (7), so 


&1 7 


erhält man mit Benutzung der Relation Q* — kP*? = 


(1 5) cR cosa = 419s — N; 
woraus durch Differentiation und Berücksichtigung von (14) die Gleichung 


folet: 


(16) Ns TE PM = (o. 
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== Na, — Qu = qi — 4(— NA — 9) 


= 9 — Yi + Ge 


andererseits liefert (7) 





oF cheosa , qi 
1 E = } = — 
up: e 2 Ua 


. , . : Pec) a 
Hieraus folgt ein zweiter Ausdruck für welcher dem ersten 
: v 


gleichgesetzt folgende Gleichung ergiebt: 

















d fq Ghee. UR Ch » (K coso)° 
Fr 2 N gen 3 
dv \q qà dq kg d 
oder 
d fq, 5 5 (og c* (t cose) 
7 zs | =a — ub oe Ho 
(17) ES (2) NR + gs Pr: 
Multiplicirt man auf beiden Seiten mit = und addirt rechts 
n 
2cR cosa d f eoso — 29, 11: — Wo) -— 
di dv di 
hinzu, so erhàlt man 
d ES ; 2090; » d /(R cosa) À 
— — fr) DT — — = 
dv ( qi, 20.4; + kg Sr ( qi ) 203» 
und nach der Integration 
N gi C CC (COS a): 
(18) a = Or He cst ye RS + a, 
tfi qi qi 


wo a eine beliebige Constante ist. 

Durch Addition von (17) und (18) geht eine Gleichung für qj 
hervor, mittelst welcher man leicht mit Benutzung von (21) die analoge 
Gleichung für gj’ aufstellt: 


| gi = aq, + 2q1(qi — 45) 


(19) 
| az = (1 + )a. + 200(¢3 — d 
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Ein Integral dieser Differentialgleichungen liefert 18), wenn man cR cosa 
? : 
durch q Gs — Goh ersetzt; ein zweites ereiebt die Integration der Glei- 
(Ti d» 211 , D D 


chung für 29,9; — 2993: 
| gi — (nd; — dd): — edi — À + didi = —1» 


(20) 


| qi — ER — adi + (1 + a)gs — (gi — 43). =f, 


wo f die Integrationsconstante ist. 
Aus (20) sind g, und 4, in Function von v zu bestimmen; ist dies 
geschehn, so liefern (14) und (15) ohne weiteres die Werthe von Z sino, 


dV : A E ; 
Rcose und dy dann sind alle von v abhängigen Quantitäten bis auf 
€ 


die mittelst (1) zu findenden /,, m,, n, berechnet. 


. 


§ 3. 
Die aus (6) folgenden Gleichungen 
| DD Py, a M, 
(21) 
| TP AUD 3 Mz, 


differentiire man nach w und setze zur Abkürzung 





de, ) 
my, ra) m; 
man hat dann 
” oP 2M 
"gn. — ODER EEAUNTA— A. 
| Pı 1 1 1 du Y; Qu ^3 
(22) 
| 9P oil 
$0. — DW = — —1 = tke 
pai D» Qu Yo Qu ? 


Leitet man hieraus die Determinanten-Gleichung 


oP oM s 
Ec E IGN? ir Z3.) 


(pipa — pip) = (M =) 
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3), (10), (6) und (14) 


ab und beachtet, dass nach (13 
PP „MM N Es N c 
En. ou — k'R sine NO EE pin p 

ist, so gelangt man zu der ersten Gleichung für p, und p 


5 7 c 
Dips — p»py = Ze 
Mit Hilfe von (21) und (22) bilden wir ferner folgende Gleichungen 
ri (nt +P) = (My + Pa)? + al? + P) 
M° + P* — (Mz, — Py,)’, 


v(pipi + Pops) — MW (Pi + p>) 


= (My, + Pz Mew LI z,) + (M? 2 pP) 


apr + pr) — zv,w(pypi + pops) + w'(pi + p) 





oM? oS OM eve Ne 
x ea 3r É) E © m du " 1) } 


Wenn man in der letzten derselben (p,p; + p,p) durch seinen Werth aus 


der zweiten und dann w* = (My, + Pz)' durch seinen Werth aus 
ersten ersetzt, so erhàlt man: 


nm + 5”) — ay (pi + m)” 





VAS en ; = RENT oM oP 
— x (pi + PME + P^) + 2, iod x taz) rec 1 AT ou 


a a 0 OP (9M, oP 
+ pi +) + 4, )— 22 (M^ + PS Hi +54) 


eM 5 9. PN 
+ 1 = 





+ 20?(My, + PAUSE 


Nun fiige man rechts 


gai : : ; 
4 (Ms, — Puy =0 








ay Gg pM p» 


der 
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hinzu, bringe die Glieder mit (p; + pj) auf die rechte Seite und dividire 
die ganze Gleichung durch x}; dann erscheint sie nach einer einfachen 
Umformung in folgender Gestalt: 











(24) De Pie (pi ps) + A(p 4» 2B, 
wo 
: : 2 /oM oP i 
A — M" - i Pes: à) E (1 — yi — À), 
I /oM\? DEO t I /oM oP : 
B D. me) x Ios) "s ER SU 





2 („oM 2P\ qr» re tea: : 
an (^ MS (Py, — Ma.) (MAP) + 2 Ota, — Py,)? 


Nun sind nach (10), (7) und (6) die Grössen M, y, und z, ganze 
lineare Functionen von P und @ mit Coefficienten, die nur von v ab- 
hängen; ein gleiches gilt von 


19M 4,0M TOP. = ap 
æ, Ou Nou z ou  N du 
/ 





und, wie sich leicht zeigen lässt, von 


1 Po 
(Mz, — Py,) und ET ic + = y ji 


V, ou 1 au”! 
Erinnert man sich noch, dass oben die Determinante 


oP M p 
jí pee 
ou Qu ONE 





befunden wurde, so ist leicht zu übersehn, dass A und B als ganze 
Functionen zweiten Grades von P und Q darstellbar sind. Es zeigt sich 
aber, dass von den Gliedern mit P und Q nur die quadratischen übrig- 
bleiben, und dass auch diese verschwinden, wenn man die Relation 
Q' — kP* =1 hinzuzieht. A und B sind also gewissen nur von v 
abhängigen Ausdrücken gleich. Diese reduciren sich aber, wenn man 
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die Integrale (20) hinzuzieht, auf blosse Constanten, so dass schliesslich 


für 4 und B folgende Werthe hervorgehn: 


4 — I 
A =—— 


B—a 


8 lee 





In (23) und (24) haben wir nun die gesuchten Differentialgleichungen 


fiir p, und p,: 


, , c 
Pipe el = seat eee. 


Had 





12 12 2 2 & — 2 2 
pU py (Pit pi)” + (D ED) =—> 
Sie sind die Integrale der Gleichungen zweiter Ordnung: 
11 a 2 2 
|^ = peces sb 2p (pi + p) 
(26) 


a 


lo: = Ps + 22 (pi + p) 





e 


welche von wesentlich derselben Form sind, wie die des Systems (19), denen 
>) , 


4, und q, zu genügen haben. Indessen ist es eine für die Integration 


vortheilhafte Vereinfachung, dass die Coefficienten von p, und p, einander 


gleich sind. Wir beginnen daher mit der Integration der Gleichungen 


(25) und lassen dann die des Systems (20) folgen. 


AN 
ar 


Es ist 


9 


(Pip + pip) = (pi + PPS + py) — (pips — P21)”, 


mithin nach (25) 


AD Se 2 2\ 3 Ge 2\ 2 j— 4, à 2 & 
(pip. + pups)? = (pi + vi)’ — —— (vi + wt)? + (oi 9) — a> 


9 


Flächen eonstanter Krümmung dargestellt mit Hilfe von Thetafunctionen. 37 


oder, wenn 


gesetzt wird, 





(27) 


-_ 
~ 
= 3 


wenn man mit s,, s,, s, die Wurzeln der cubischen Gleichung 


2? 


qos Gea z 
p-— * n os p—p=0 








bezeichnet. 
Mittelst 9-Functionen einer Variabeln lässt sich also p als Function 
von u darstellen. 
Es seien die vier Functionen $,,(4), 4,,(u), 9,,(w) und 9,,(w) durch 
die Reihenentwicklungen 
zd e. (ime Df eg ae 
Be an) rt 


—o, + co 


definirt und mit 9 #,, die Werthe von. 4,,(u), 8,,(w), 9,,(w) für 


00 955 Fro 
das Argument Null bezeichnet. 

Dann setze ich 
| D Uy ) 
DS — S497 
1 1 do Di (24) : 








(28) p—5,—58 Zum) 
; e d Fis (1) 
p= 5, —À9 Fa ( u) 


dd (24) 

und gelange dureh. Anwendung der Formeln 
$5,585, (10) = #, $85, (uw) = 82,81, (x), 
Ty Fig (4) — le) — 0. lu), 


9. er. (uw) arr 85, 81, (10) = % (u) 


zu den Gleichungen: 


die zur Bestimmung des Moduls c 
s dienen kónnen. 


chungen 


(29) 


ersetzen, wenn 


dieser Gleichungen definirt 


Aus (28) folgt 


woraus in Verbindung 


1 


(30) 


cod 0,0, 0 


4, und w hervorgeht: 
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ge 
S X omm ro 
egies ae 
DM 
D ds on 
ñ A Fi Fin 
ye 
S S S 260 
CRC fu Ce ru) 
3 : I Fo 


und der neu 
Man kann sie jedoch durch die nachstehenden Glei- 











F(a) 
E "82,02 (a) 
(a) 
Sy Ex mee EGE vga ESN 
= Yadıla) 
ENG Do a) 
A HI (a) 


weitere Constante 
ist. 


eingeführten Constanten 


a benutzt, die durch eine 


E Foo (4) Fro C ) dal) 











10 (n) 








2 


mit (27) und (28) der Zusammenhang zwischen 


Unter ys ist eine beliebige der beiden Wurzeln der Gleichung z* = s 


verstanden. 


irsetzt man in der ersten Gleichung von ( 
aus (29), so erhält man 





8) s, durch seinen Werth 


1 


oo (25) 85, (a) — 45, (a)91(a)], 


‘ ne 
— / 
95, 8 ( 1) FC ) [700 
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das ist 
e 9, ,(u, ar a)yd, (Uy — a) 
(31) Eo cg UII NT TEES 
Nun giebt (23) 
, , € 
Pr Ps pi. = in 
folglich 
Dips — PoP fe TEC 
pi + pi kp 
und 
d : N ci, (U1) Ff, (a) 
du (arcte A) —— Kk'sÓ, (wu, + a)9,,(u, — a) 


Es ist aber 


GH (u, + a)9 (u, — a) — Hl — a) (u + a) = Au + a), (uw, — a) + B$3,(u,), 








20 (a) 
A = PE ee 
In (a) £ (a) 
also 
du) eee d [tog pa + a) 
9 (Qu, + a)9, (uw, — à) du, 


und mithin 


di 3, (2a) » 


o r— 
9. (wu, — a) 





d p,\ du ch, (a) 
du, (arctg | — du, k'sB 





du | 


Aus der cubischen Gleichung, deren Wurzeln s,, s, 


Relation 


c* s" (a)95 (a )9i (a) 


d | o Sut + a) 


o4 2, 
a, Ut, 





k* E DD ED (a ) 





CN sys 9 (e )9, (a) I, (a) 
r1 "um ’ 
RE DAD D RD REG ) 


sind, folgt die 


welche unter Zuhilfenahme von (30) den Werth des Factors vor der 


Klammer zu berechnen gestattet. Versteht man 


du 


, 


du 


Werthe der übrig 
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(30) 
1725 so ist die Wurzel /—r eindeutig bestimmt durch die eindeutigen 


en in der Gleichung vorkommenden Grössen und soll 
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fortan mit 2 bezeichnet werden. Der Factor vor der Klammer bestimmt 








. (1 
sich zu — -, wenn man beachtet, dass 
21,,(a) 9, (a), (a)9, (a) 
/ 8,,(2a) = 4 3 y 
D 00% 01 t 10 
ist. 
Führt man noch eine neue Variable w, durch die Gleichung 
A 
du, = — du, 
: 2 
29 
(32) 
du, — ale) 7, 
qu (a) ! 


ein, so lautet das Integral der obenstehenden Gleichung: 


PU NUTS 
ar Ge = At, i log 8, (u, — a) 


ih ES ed, (u, + a) — ed (u, — a) : 
P. — 679, (Qu, + a) te "du — a) 





Zur Berechnung von p, und p, haben wir noch den Werth von p— pi + p; 
: Fe : LT NS 
aus (31) heranzuziehn. Wir ersetzen zuvor in demselben s durch (= 8) 
AU 


und finden, indem wir über das Vorzeichen von p, beliebig verfügen: 








en du, ed + a)—e "B, (u, — a) 
ba 1 u du 20, (a) 9, (u,) 
33 
| De du, | ed (uy + à) + e 73, (wu, — a) 
2 N du 29, (a)9, (14) 


Hieraus geht hervor, dass p, und p, als Functionen von w, und w, be- 
trachtet dreifach periodisch sind. 


§ 5. 


Zur Bestimmung der Grössen 4, und 4, hat man auf die Gleichungen 
(20) zurückzugehn. Transformirt man dieselben durch die Substitution: 


Flächen constanter Krümmung dargestellt mit Hilfe von Thetafunctionen. 91 


| 
n 


= 
1823 


(34) ipe 
34 
ä | lo (n= EISE 





so findet man: 











&'(& — &) & (& — 6) g = E £2 22 
= = = = So) Du iS €» $162 
4E(1—&) | 4&(1 =) | a + (& + X 1 NEL ia + 5e 
und daraus: 
uinea d) ees RR SE ee AR Per ug 
ue Se a DNE IUE 
& (6 — 6) cé ; = x2 = 
FIT = 5) = k (B ud a) & m (a= 1) 5 — &. 


Halt man mit der cubischen Gleichung 


B— 0 c 


, go —cIEtt 
p — p+ LL 








deren Wurzeln mit s, s,, s, bezeichnet wurden, die Gleichung 


2 
€ 


3 2 E 
cba en ence (saei 0 
zusammen, so erkennt man dass ihre Wurzeln 


UT 


Mithin kann man, wenn zur Abkürzung 





sind. 
EG — &— ks, — &(— ls, — £— hs, — 8) = R(4) 
gesetzt wird, den Gleichungen für £ und & auch die Form geben 
I fo pe —— Lj. Pr = 
;8(6—6) - VEG) — 186 — 8) = VIGO 
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Aus diesen folgen die weiteren: 


























Das Problem führt also auf hyperelliptische Integrale erster Gattung und 
macht die Einführung von 4-Functionen zweier Variabeln nothwendig. 


$ 6. 


Ich gebe nun die bei der Umkehrung der Integrale in Anwendung 
kommenden Formeln und zwar unter Zugrundelegung von Krazer’s 
Theorie der zweifach unendlichen Thetareihen, (Leipzig, Teubner 1882), und 
init Benutzung seiner Terminologie. 

Der dort auf Seite 49 gegebenen Darstellung der ı5 #-Quotienten 
durch zwei unabhängige Veränderliche x 


, und x, entnehme ich die beiden 


ersten Gleichungen: 








[(9(w,Xv)  [124][125]|126] — — 
| (10, (v) Fry [234][235][236] V^ V ry 
(a) 
| 8(w,(v)  [r24][125]|126] , ——— ,——— 
8(u,Xv) 7 [tsa]ras]irao] V^ NT etu 


Differentiirt man dieselben vollständig, stellt die links auftretenden De- 
terminanten-Ausdrücke, — als 6-Functionen zweiter Ordnung aufgefasst, — 
durch #-Producte linear dar und substituirt für die 4-Funetionen wiederum 
ihre Ausdrücke in z,, r,, so erhält man 








da: dx, Arr aem + [234][235][2 36] d« 
1 __2 — (= yug TU wy Wg) nq") SEULS s s : 3 
zl zm (220 ME VON Te3AM 135] [136] [123] 
)) 
a, da, a, dar, [234]* 235]*[236]" de 








= (1) enit C yeso 
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worln: 











= DH N Re) SEIEN, um TES 2h 
no 1) i EN N N NEN ilie PC PE 
Va EX VEN le 43 \ D x p, VI I q *,N I T. 
p AU ( perdes y [E25] [E26] q — ( nus ER? (126]*[124]" ; 
= (— See) ANS f [ 12 
[23s[*[236]* 
5 12[19c12 
(c) r? a (— just [ 24] 2a, ; 

l 


[234]'[235 


9) (1; ( v) 


des dv ( 
i On Y on, ee 


dv, | ZINN) ; 
MC anro; p 


[pp] = H(w,w,w,)(o). 


Das Symbol (s)(7). bezogen auf zwei beliebige Charakteristiken 


())-(5 5) und (y) = M a 


bedeutet die Summe 2,7; + 2:72. 

Diesen Formeln liegt keine Festsetzung über die Reihenfolge der 
ungraden Charakteristiken w,,..., w, zu Grunde; ich bestimme nun, 
dass unter w,, w,, w, drei Charakteristiken zu verstehn seien, die (0) 
zur Summe haben, und unter w,, w,, w, die drei andern Charakteristiken, 
welche gleichfalls summirt (0) ergeben. Ferner schreibe ich in (a), (b) 
und (c) £, £, an Stelle von z,, &,, vertausche die Charakteristiken w,, w,, w, 
w,, w, und vermehre die Argumente um das halbe Pe- 
i ij eine beliebige Charakteristik ver- 


stehend. Vergleicht man dann die entstandenen Formeln mit (34) und 


mit resp. w,, 


riodensystem (5 kw, , unter (k) = ( 


\ 


und beachtet, dass die Vorzeichen von q, und 4, sowohl als von 
1, 2 

den Wurzeln /R(z) und VR(E) noch willkürlich sind, so erhält man 

für + 1: 


unter Benutzung der Zeichen ¢,, ¢,, €, 


A bn N ng Yn] Y Cia C; 
RS Ze 


Cs 








(36) ks. =(— 1) MILI 


Cés Cet 
2 


, Ch 62 
ks. —— (— ] eroe 41 2. = 


Ca 
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E S Gr C, (kw. Xv) 


i |^ zc C,d(k)(v) : 
(37) | zi 

Ts ir re CH kw (rv) | 

RP CAEN) 


| de, — Dic..dv, Dear — 0, 
| de, — Die/- dvo, + DG, dv, — Cav; 


wenn zur Abkürzung: 





S(w;w,(0) = Cx, 8(0)(0) = e,; 
d > ^a — Y y a — Y d ee m . 
pcs Ts C, €51059%s3 — C; C51 6,3653 zx C,; 

E ‘Bd (wi)(v 99 (wi )(v 

(39) [EU A. (S PENIS. 

9v,  /(q-() v.  /(9-(0» 

Ce y= e e, 0,C, Pe 
= k C; 


gesetzt wird. 
Dem Ausdruck für C kann man auch die einfachere Form 


zi 2 VA | 
> (ea) CU 








(40) | C= €, € Dr 
geben, weil 
e er Ci 
5 —- k $1958, —- 6 
= wu) I E 
und e* m ee 
Aus (38) folgt 
| do = A D;c, . dv, 
(41) | 
do, = — Aver ow 
und 
r . . ‘ , " Jg Cog ce, 
AD, ¢,. Dc, — Die, - Dal ee C. 


Die Determinante links ist aber bis auf das Zeichen gleich ' 


CC 


à a u 
0651653 m e,C;; 


53 





! Vgl. WEBER, Anwendung der Thetafunctionen etc, Mathematische Annalen, 
Bd. 14, p. 182, Gleichungssystem (9). 
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folglich nach entsprechender Verfügung über e,: 


zi 
5 (lo) 
DE 


(42) A S or 
Setzt man ferner e, = ¢,(— 1) und e, = —e,, so kann man mit 


Rücksicht auf die Gleichungen 


(42^) de, = cl e. e? (2g )(4) Cols de, e Bt (20g) (14) ( rese Ca 
dv 3 pa qum 3 on 
de 
oo rt qu 
4 = & [9] 
dv 


für q, und 4, folgende Ausdrücke aufstellen: 


zx ez (Iw, )( v) 
| Ft eV kv) 3 
(43) 





; e, (kw, )(v) 
— t. ————— 
Ja a a (Ey(w) ? 
in denen 
zi 
n : P: (4) (105) OPE COS] 
7 RER (Ez presen 
(43°) = 
t =F yon m 
| c D l(a, CAES 
ist. Von den in (42^) angeführten Werthen für cj, c; und c; ergeben sich 
die beiden ersten unmittelbar aus (38) und (40); der letzte folgt aus 
der Gleichung 


o —(—1)"99 €, de, + (— 1)" C de, + (— 1)" C. qe, 


1 à AU IET > 
in welcher unter (e) die gerade Charakteristik ( ) ) verstanden ist, und 
I 
1 


die aus der Krazerschen Formel (C,), (a. a. O. p. 39) hervorgeht, 
wenn man dieselbe unter Vertauschung der Indices r, 2, 3 mit resp. 
4, 5, © differentiirt und darauf (5) = (o) und (v) = (o) setzt. 

Vertauscht man in jener Krazer’schen Formel nur die Indices 2, 3 
mit resp. 4, 6, so erhält man in gleicher Weise die Gleichung 


ran ; Nnm )(e reyes) à = 7 - (wrog)lerytg) à : : = 
Oe CoCa5 Ca5 06, an = 1) AE Ci a Ca 6 Ca ge, b = 1) x C Cy 66a 4@; de, 
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aus welcher wegen de, = o 


T Maryie (ew ws) TUTTI af 
€; = —(— I) Ir 
Cotes Css 


folgt und mit Rücksicht auf (42) die bald zur Verwendung gelangende 
Relation 


9 
RT ( I malen Qr), Co C14 C15 Cos Css 


(44) Cx Cal 


$ 
Cio Coo Cas 


urs 


re 
Wir gehn zur Bestimmung von Rcoso und V über. Nach (15) war 


cR cos e = 99% — bh 
also 


cR cosa = ZN EN) [Hkw,)(v).#(kw,)(v) — $(Kw,)(v) . (Ekw;)(v)); 
für die Determinante kann man die Summe 


AS(Kk)(v) .S(kw,)(v) + Ba(kw,)(v) 8(kw,w,)(v) 


setzen und in der üblichen Weise die unbestimmten Coefficienten A und 
B berechnen. Man findet 


EN = p Je) + use) £1616 
Ci C15 
und für B ein Product, das c; zum Factor hat und deshalb — o ist. 


Demnach 





Jio + Cerys ere Cy C Cere I(kw,)( v) 


cli cosg = —ii,(— 1 ; - 
! a( C14015 Co I(k)(v) : 


was mit Benutzung von (44) und (42) einen einfachern Ausdruck für 
cR cos e. liefert, den wir mit demjenigen für eR sin c = q, zusammenstellen: 


Toy e ae eee za (Kunze) +(K)ue) C i es O(kw,)( 0) 
| ch cosa = e — 1) QC, c, SEX) ? 
| cR sing = ios (ww) 

: ; e, (k)v)- 
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Bei der Bestimmung von V gehn wir von der Gleichung (14) aus: 


dV 5 
Mag dii 
aV vanes, O (kw,)(v) 
ee Ve Gus) 79 | 5 E 
(46) e dv ( 1) ci ukyv) 


V ist einem Integral zweiter Gattung gleich; es muss sich demnach durch 
die partiellen Ableitungen des Logarithmus einer #-Function darstellen 
lassen. Mittelst der Methode der unbestimmten Coefficienten leitet man 
folgende Formeln ab: 























„9 log Hiv) _ SD,” 9°(kw;)(v) 
6 avi Die ui Nr Dom) P(e)’ 
,9* loe Hk v) _ ^ (kw;)(v) 
2 2 ) (— Jes 5 
oru T aod Put t XC one DoD 2,00 
20° log Hk)(v) — yece( 9 9 (Iw;)(v we 
Co 2v? Le De Cy + pA (D,c) ji E PUR vy’ 
(i — 45 5 6) 
in welchen 
De = IM : 
: Ov; OUE (v)=(0) 
ist. 
Da 
dy, — A, Dic. dv und’ “dv, = — A .D,c,.dv 
ist, so folgt aus diesen, wenn man abgekürzt 
D,c,. D,c; — D,c,. D,c, = [ik| = — [ki] 
setzt: 
c; d [a los 9(k)( 2] s T DE a )(v) 
— = | EVD Dee DIA DE LER ln) D, c il 6| 
A dv : 9v, al 11 D} 6 12 0 Reel (= 1) 40 EU) ) 
ed (hw, )(v) 
— (k)(w;) c 6 NDA NER, 
le 
e; d [9logó(k)(v) : sets , OP (kw,Xv) 
c „= e c — Mw, e [46 A^! 
A dv 9v, LD, se, D,e, D oD, el arl I) D,c, [46] 9(k)v) 





9(kw,)(v) 
Sk)yv) ? 
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+ (— 1) as) D,e,[56] 
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und hieraus durch Elimination von 4"(kw,)(v): 


Ed pe) p, 810 dC) 
A dv 2 4 Ov 2. 8v, 


1 








Saco D,¢,,D,,¢- D,c, D 


1220 2220, 


\ i ar | 
6, ..D,c,| —D,c,\D,,c,.D,c, DISC DICH 


J'(kw.)(v) 


+ (= 995456] "spy " 


Den aus dieser Gleichung folgenden Werth des letzten 9-Quotienten sub- 
stituiren wir in (46) und finden nach der Integration V bis auf eine 
additive Constante bestimmt: 


| [salls6leve y 


(47) —v[D, c. D,c,. D,c, — D, c, (D,c,. D, e, —D,c,. D,c,) + D,sc,. D,c,. D,c, | 


n 9 log 9( k)(v) ENDE 9 log H k)(v) 
NE 9v, 174 9v, 





co 


§ 


Die vollständige Integration der Differentialgleichungen (1) wird, wie 
schon in der Einleitung angedeutet wurde, bewirkt durch 9 $-Quotienten, 
die den Bedingungsgleichungen einer orthogonalen Substitution genügen. 

Auf die übersichtliche Darstellung der Quotienten der geraden #- 
Funetionen als Coefficienten einer rechtwinkligen Coordinatentransforma- 
tion hat zuerst Herr Weser hingewiesen. Von seinen Ausdrücken (a. a. O., 
p. 181 (6)) ausgehend gelangt man, wenn man die besondern Annahmen 
über die Charakteristiken fallen lässt, durch Vermehrung der Argumente 
um das System halber, der Charakteristik (5) entsprechender Perioden 
zu dem System: 
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=; = (Klum) 


L =e (— penes Cen nne Cn) 
ji eus 


c, Kv) 


ET = (DQreswny 


(48) |n, — e = 





‘ 
(w,)(wry Csn I kw,w,)( v) 
1) 5 — dU AT (h=1, 2, 3) 


cH k)(v) 


zi 
— (Kuga) Ikw,;w,)(v 
dy ERST (— 1 Con Ee oY) 


ye un) Con 
c(h )(v) 





dessen orthogonalen Charakter man nachträglich am leichtesten inittelst 
der Krazer’schen Formeln (B,) und (C), (a. a. O., p. 35 und 39) veri- 
fieirt. Der Nachweis, dass dasselbe die Gleichungen (1) befriedigt, recht- 
fertigt die Änderung, die an den Weser’schen Ausdrücken vorgenommen 
wurde. * 





! Anmerkung. Es sei mir an dieser Stelle die Notiz gestattet, dass die KRAZER- 
schen Formeln (B,) und (C,) (p. 35 und 37), an Inhalt und Umfang zu folgendem 
Theorem zusammengefasst werden können: 

Bedeuten (c) und (7) zwei beliebige Charakteristiken, w, die Charak- 
teristik (O), u,, u, und v,, v, zwei Paare veründerlieher Argumente und wird 
= (emu wey 


Yo) ECS qu. 
(w 3) 


(— ı) e (gw, wg)(w) Aw, wg) v) = 655 


ROIS, 


la = o, 4, 5, o) 


gesetzt, so bilden die 16 #-Producte 


v0 04 05 05 
Gianna Karo 
Gen One Lors, ess 
EN ee Gen 


einzeln dividirt durch einen gemeinsamen Nenner, die Coefficienten einer 
orthogonalen Substitution, deren Determinante den Werth 
Toye (ey) 


(== 
hat. 
Dieses Theorem ist zuerst von Herrn F. Caspary aufgestellt worden, aber nur für 


besondere Werthe von (s) und (7) (CnELLEs Journal, Bd. 94, p. ). 
( /4 
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Durch Differentiation erhilt man 
dl, ñ 7; 
dox Lin, — L n, , 
x dm, 77 

(48’) "1 = L l, — In,, (h=1,2,3) 
li 
3 = Lm, — Li 


Ti ; 
-— m (Q4) 


e O(kw,)(v) 


JE E er (14)(s)' 
1) e, AE v) ’ 
— = (uy | es (Kw; v) 
7 — 2 (ws) 7: € j 
i ee BEN)” 
L" ae = = (Kyle) ad Jean ch I(kw,)( v) 


e NE) 


Nun ist wegen c; — o auch L' — o und dann, wie ein Vergleich mit 
(43) lehrt, L — — q, und Z = iq,, mithin in der That (48’) identisch 
mit (1). 
gleichungen; man darf aber, wie in $ 1 gezeigt wurde, ein solches wählen, 


In (48) hat man zwar nur ein particulares System von Integral- 


ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun. 

Was ferner die Integration der Gleichungen (2) anbelangt, so führt 
der Umstand, dass man die dreifach periodischen Functionen p, und py, 
als Grenzfálle von vierfach periodischen ansehn kann, auf die Vermuthung, 
dass man durch einen Grenzübergang, der die vierfach periodischen Quo- 
tienten von (48) in dreifach periodische verwandelt, die Integralelei- 
chungen von (2) wird gewinnen kónnen. Man hat indessen nicht mit (48) 
selbst eine derartige Umformung vorzunehmen sondern mit einem abge- 
leiteten Systeme und zwar mit folgendem: 


I il il, 
GE I, , E? , l, , 
um, Ne N 
Tae Ey D 
npe sail S ur 
l / he 
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Auf die ausführliche Darstellung des Grenzübergangs verzichte ich; sie 
ist sehr umständlich und überdies von keinem Interesse, da das End- 
resultat mit Hilfe bekannter Formeln aus der Theorie der elliptischen 9- 
Functionen leicht zu verificiren ist. Ich erwähne nur, dass man die Mo- 
duln a,,, a,, und die Variable v, in bestimmter Weise in Null über- 
zuführen und über den Werth von (k) und die Bedeutung der Charak- 
teristiken w, passend zu verfügen hat, um zu folgendem Systeme zu ge- 
langen: | 





Lon des ; 
(49) | ce XOT ud Sw + a) +e "d,(u,—a)],  e-»»» 
|n- — 35 (y gl tn + a) — 7) — a) 
Te He, A) = 0) 
4, = 9,(0) 
ist. , 


Die Differentiation liefert 

















dA, , "n 
zx = A A — A Pn? 
, d, 175 
(49’) nm — A Av,, (h=1,2,3) 
dy; , . 
d u RT In, A À; 
. du, du, a) 
dou TE [s m meal: 
. dai, 9, P m 
! — — git 1 ; Cus uH 
A MT EEE an an a) as ^u : )» 
.du, Ae pa. 
A" = —ı - "2 4 a) — € ^49. (u, — a)|. 
A rer aan (aye (Uy, zi ) a 1 )] 


Die Berücksichtung der Gleichungen (32) und (33) erweist sofort die 
Identität der Systeme (49°) und (2). Die zu bestimmenden Werthe von 
À,, Hay n sind also den Ausdrücken von (49) entweder direkt gleich, oder 
sie setzen sich aus diesen linear zusammen. Wir wollen zunächst das 
erstere annehmen und den Beweis dafür, dass diese Annahme die einzig 


zulässige ist, später geben, 
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2, 


Da nunmehr alle Quantitäten in ihrer Abhängigkeit von den Variabeln 
4 und v dargestellt sind, so erübrigt nur noch die Aufstellung der Glei- 
chungen für die Coordinaten X,, X,, X, eines Punktes der Fläche. 
Setzt man 


| n, R cosa — m,R sino = r, 


(50) 


(h=1, 2, 3) 


| — im, li cose — in,R sino = t,, 


. 
so liefert (5) mit Berücksichtigung von (3): 








| N RE V Re DIS b. 7 
M = sn 
| 2,lÀ, 
| >, 
(51) A = — (h=1, 2, 3) 
| Zn bi 4), 
22 "^ 
X RS eT 
3m] a N^ ERE 
| Lanly Ay 


wobei noch zu bemerken ist, ‚dass v, 


(Ü 


einem 3-Quotienten gleich ist: 


/ \ 


. . . x ^ 
1) Ws )(e)' Tr Qon) (we) Cs an ae AG Wn Xv) : 
MCE Conga DA ke )(v) 


xi : 
— (k)(wn) 
2 


(52) m — ie > — 








(A=1, 2,3) 


Zum Schluss soll noch gezeigt werden, dass das Krümmungsmass der 
Fläche thatsächlich constant ist, und im Anschluss daran, dass die be- 
2 ? 
züglich der A,, (4, », getroffene Verfügung eine nothwendige war. 
Für P, f, Q und g bestehen die Gleichungen (6) und : 
, 2 Ü I [e] 





SE N > 
Pp . p. ey putt, — piVA) eT TC, 
= =) Z.— 2, = — = — — 
1^2 273 SE P] 5) 
Zul, Ay 2, L, Án 


y : > 
2. (popt, — piv, lé eos on, — It sin om,) » 2 TETE 


f — PR cos o— MR sin o = — 





> l, À 2 [^ Un 
(J = — q14, -— do = LS “1 m, — qul) = Puri 
; e bag Zon; Ay 
Sr \ "ud dR sing 
m AB sine Zn Reoser, + Rh sine — oa 
Cr QR cos e + dv Yı ner, Qmm I Er DU SEM ERIT 


<> = , 
em Ay T, 


25 I, A, 
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Sucht man die neueingeführten Grössen z,, 7, n, zu bestimmen, so findet 
man nach zum Teil höchst langwierigen Rechnungen: 


#3 (0) F(a ID du, (um) 











Ti = S = : — ete. 
A KIS (a) du d,,(",) 
p , “ E « 
——(k Y ae) T 2 ) * 
Mae (— xenon + Corre cee Cs Cs Coa Ces DH, XD) 
CoCwæCas (ev) 
zi > D A TA Cie RN oe 
"ES =F Km) quon Y re) Pa Css Ca kw, w,)(v) cw 
Nn, == —e (— 1) LI JOEY) LC, 
CCot 61 t ( x X v) 


oder, wenn man die Gleichungen (29) und (36) zuzieht und abkürzend 





ve 
= 
.2 h 
ks, 
setzt: 
PL => ot , — 
Tp, x Th À ? ) Dor k th ) ho N, Soe Tun, © 


Mithin ist 


Q A >, Va A C4 ES m Ti, 4 Ta 
= fi —— = —__—.. 


2, Tuy À Ta g 
, 

s^ = = 

21, A 2, Lan 


2,12, 
Hieraus folgt (8): PQ — kfg, worin sich die Constanz des Krümmungs- 


masses ausspricht. 
Hätte man aber A,, zu, », zu ersetzen durch resp. 


Any Ay + od + Gs Az 
nf + Gin pts jr G3 fs 


Adi + Ayo À usa, 


2. Tu A, T, 
Lu — ) 
x, LÀ; 








, = 


so würde auch x, in 
Ay TH A Gore + Gels = — Ann À — 0,57; À; — 0,5732 
übergehen, und man erhielte für P, f, Q und g die Ausdrücke: 


S AE 
P em, e ay Mey Ar Tr 
LI ILE. 


NO 5 
2} 25, Danby A 


NOM NIS Py S 
em, em Vy Ty AD 








> NN 5 
my x Ur I Ar (A, kK=1, 2, 3) 
DE a P 
0 I: ex, 2, (y Tn x Th 
)— hs , 


> R 
um, Unk I, A, 


E P ar recor lee 
h k hk h^k cn 


>> "cm 
in em Vy L, Ak 
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Die Gleichungen (9) 
aoe On VG 


wiirden dann die Relationen 
y(t — zy) — 0 
zur Folge haben, die ihrerseits 
Qu = O (Ak) 


ergeben müssen, weil im allgemeinen c, nicht gleich c, ist. 
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THEORIE DER ABEL’SCHEN ZAHLKORPER 
VON 


H. WEBER 


in MARBURG. 


Iv. UBER DIE BILDUNG ABEL’SCHER KORPER MIT 


GEGEBENER GRUPPE. 


In den drei vorangegangenen, die Abel'schen Zahlkörper betreffenden 
Arbeiten (Acta Mathematica, Bd. 8) ist die Identität des Begriffs der 
Abelschen mit den. Kreiskörpern nachgewiesen, und damit zugleich die 
"Theorie aller Abel'schen Zahlkörper auf die allgemeine Theorie der 
Kreisteilungsperioden zurückgeführt. 

Eine tiefer greifende Einteilung der Abel’schen Körper wird sich, 
wie bei algebraischen Fragen überhaupt, auf die Beschaffenheit der Gruppe 
zu gründen haben. Die Constitution einer Abel’schen Gruppe kann aber, 
wie zunächst gezeigt werden wird, vollständig charakterisiert werden 
durch eine gewisse Reihe ganzer Zahlen, die Gruppeninvarianten, und 
indem wir die’ Gruppe als durch ihre Invarianten definiert annehmen, 
stellen wir die Aufgabe 

I. Alle Abel'sehen Körper von gegebener Gruppe zu bestimmen. 

Nach den Ergebnissen der vorangegangenen Arbeiten (I, $ 5) hat 
man hierzu nur nöthig, Kreisteilungsperioden mit gewissen vorgeschriebenen 
Eigenschaften zu bilden. 

Es ist aber bereits in der Abhandlung I, $ 4, darauf hingewiesen, 
dass ein und derselbe Abel’sche Körper in mehreren vollständigen Kreis- 
körpern enthalten ist, d. h. durch Einheitswurzeln verschiedener Grade 
dargestellt werden kann, und hiernach muss die Aufgabe I noch dahin 
ergänzt werden 


Acta mathematica. 9. Imprimé le 13 Novembre 1886. 14 
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IL. Abel’sche Körper von beliebig gegebener Gruppe durch Einheits- 
wurzeln möglichst niedrigen Grades darzustellen. ' 


§ 1. Die Gruppeninvarianten. 


Es ist, wie schon in der Abhandlung I, § 1, erwähnt, eine funda- 
mentale Eigenschaft Abelscher Gruppen, durch eine Basis darstellbar zu 
sein, und man kann die Elemente g,, 4, ..., g, einer solchen Basis so 
auswählen und anordnen, dass von den Graden e,, &, ..., e, dieser Ele- 
mente jeder durch den folgenden teilbar ist. Die Bestimmung einer 
solchen Basis ist auf mehrfache Art möglich; wie diese aber auch ge- 
wählt sein mag, die Zahlen e,, e,, .... e, deren Product e gleich dem 


! Die Aufgabe I ist für Abel’sche Körper mit regulürer Gruppe (einfache Abel sche 
Körper) von KRONECKER im Monatsbericht der Berliner Akademie vom 14%” 
April 1856 behandelt. (Vgl. auch den III" Brief in dem in den Göttinger Nach- 
richten vom 16%" Dez. 1885 veröffentlichten Briefwechsel zwischen DIRICHLET und Kro- 
NECKER.) Das dortige Resultat bedarf einer kleinen Ergänzung, in so fern, wenn man 


nach Kronecker s Vorschrift verführt, noch Perioden erhalten werden, welche einen ver- 


schwindenden Wert haben. Nimmt man z. DB. 1 = 6, m = 63, p, = 3, p,=7, b, —3, 
b, = 1, so erhält man nach Formel II der Kroxecker'schen Abhandlung, wenn 9 eine 


primitive 63'*  Einheitswurzel bedeutet, &(9) = 9 +p”" + p° +p +p * +p ", 
was den Wert O hat. Dies rührt daher, dass p, ein mehrfacher Factor von m und zu- 
gleich ein Teiler von b, ist. Um die Bedeutung unserer Forderung II gleich hier durch 
ein einfaches Beispiel ins Licht zu setzen, nehmen wir n = 3, m — 35 = 5.7, woraus 


sich, wenn o eine primitive 35'° Einheitswurzel bedeutet, die Periode 


o(p)=p+tp + Die + ^ + p a Oe Gaye # + ry 


ergiebt, welehe aber = —(p'* + '^) ist und also schon unter den Perioden der 7'*" 


Einheitswurzeln vorkommt. Etwas anders verhalten sich wieder die 91%" Einheitswurzeln. 
Denn während man aus 35°" Einheitswurzeln überhaupt keine Perioden bilden kann, 
welche die Wurzeln eubischer Gleichungen sind, die nicht bereits unter den Perioden der 
7*" Einheitswurzeln vorkommen, ist dies bei den 91'^" Hinheitswurzeln möglich, während 
andere wieder bereits unter den Perioden der 7'*" oder der 13° Einheitswurzeln vor- 
kommen. Dieser Unterschied beruht darauf, dass alle Primfactoren von 9I nach dem 


Modul 3 mit I congruent sind, was bei 35 nicht der Fall ist. 


= 
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Grade der Gruppe ist, sind immer dieselben und werden daher nicht un- 
passend die Invarianten der Gruppe genannt. ' 

Es soll hier eine Eigenschaft dieser Zahlenreihe nachgewiesen werden, 
welche die erwähnte Invarianz in sich schliesst, aber noch schärfer die 
fundamentale Bedeutung dieser Zahlen, oder genauer gesagt der in ihnen 
enthaltenen Primzahlpotenzen hervortreten lässt. 

Sind py, Pas ..., p, die höchsten Potenzen einer Primzahl p, welche in 
€. Cy, ..., €, enthalten sind, so sind unter den Gradzahlen der Elemente 
einer beliebigen Basis der Gruppe immer » solche enthalten, welche durch 
Pis Poy ++ +5 pa aber durch keine höhere Potenz von p teilbar sind, während 
die Gradzahlen der übrigen Elemente der Basis (falls solche vorhanden) 
durch p unteilbar sind. 

Wir können diesem Satz, ohne seinen Inhalt zu ändern, eine etwas 
weitere Fassung geben, welche zugleich den Beweis vereinfacht. Es seien 


RER 
mit den Graden 
Q1; 055 «++ G, 
und 
DO EN 
mit den Graden 
f: f» CRC) Pu 


irgend zwei Basen einer Gruppe 9f, so dass alle Elemente a der Gruppe 9f, 
und jedes nur einmal, dargestellt wird, wenn man in einem der beiden 
Ausdrücke 


T 


(1) SN EN Eee. 
(2) (A RUE C c cords 


die Exponenten x, je ein vollständiges Restsystem modulo 4, oder die 
Exponenten y, ein solches modulo f£, durchlaufen lässt. 





' Diese Bezeichnung ist zuerst gebraucht in der Abhandlung von FROBENIUS und 
STICKELBERGER, Uber Gruppen vertauschbarer Elemente, (CRELLE's Journal, Bd. 86, § 7), 
woselbst sich zwei Beweise für den Satz finden. Im übrigen sind noch zu erwähnen 
SCHERING, Die Fundamentalclassen der zusammensetzbaren arithmetischen Formen, Ab- 
handlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, Bd. 14; Kno- 
NECKER, Monatsbericht der Berliner Akademie I Dez. 1870; WEBER, Beweis 


des Satzes etc., Mathematische Annalen, Bd. 20, S. 301. 
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Ist nun p eine im Grade von 3( aufgehende Primzahl und 


(3) a, = pa, Gg = ad, Dear, Ie 





B = ni Bo = Fs +++ > Pu = PrP 


worin die p,, p, Potenzen von p und a,, A, durch p unteilbar sind, so 
sind diejenigen unter den p,, Ps, ..., p,, welche grösser als 1 sind, auch 
unter den pj, pj, ..., p, enthalten und umgekehrt. 

Beim Beweis dieses Satzes setzen wir die Anordnung der Elemente 


‘is Up D C0 Why Sob. On SO WOW lots 


m 


p TprÉ.e = Pp, 
Di Tp... 
Ist a das kleinste gemeinschaftliche Multiplum von aj, aj, ..., a, so 


ist für alle Elemente a der Gruppe A 
(ae 


woraus hervorgeht, dass ap, durch jede der Zahlen A, fo, ..., A, teilbar 
ist. Es ist also p, teilbar durch p; und « durch das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache von fj, &, ..., £,. Da nun in diesem Schluss die 
a, mit den 5, vertauscht werden können, so folgt, dass « zugleich das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von A, (5. ..., 7, ist und dass ausser- 
dem 


Dm 


nn 
Cn 
= 


Wir setzen nun voraus, es sei für irgend eine Zahl s bewiesen 


(6) Meu pc Do ME us uen 


und bestimmen die Anzahl aller von einander verschiedenen in der Form 
a^: enthaltenen Elemente der Gruppe a. Die Darstellung (1) liefert uns 


TIP, TAP, T. 14D, 


(7) qr eg Mu WELT M 
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woraus sich für die Anzahl der verschiedenen unter diesen Elementen 


Pi Po Ps 
(8) en AR ge LT 
Ds Ds Ps ^ 
ergiebt. Ebenso gross ist aber auch nach unserer Voraussetzung die 
Anzahl der von einander verschiedenen in der Form 


NAD s WAP s Ys—1 Ps 
(9) Dado FOS 


enthaltenen Elemente, und daher miissen (nach der Darstellung (2)) alle 
Elemente von der Form 
a^: AS ps ^n ; 


b Un Ps 
oe 


H 


in der Form (9) enthalten sein. Also muss, wegen der Fundamental- 
eigenschaft der Basis, p, teilbar sein durch p;. Da man aber wieder 
ebenso den umgekehrten Schluss machen kann, so folgt 


(10) Ve De 


womit unser Satz bewiesen ist. 

Wie man also auch die Abelsche Gruppe durch eine Basis dar- 
stellen mag, die Gradzahlen der Elemente dieser Dasis sind stets aus den- 
selben Primzahlpotenzen zusammengesetzt. Man kann die Basis unter 
anderen auch so wählen, dass die Grade ihrer Elemente diese Primzahl- 
potenzen selbst sind. 

Um die Gruppeninvarianten zu erhalten ordnet man die Potenzen der 
verschiedenen Primzahlen in absteigender Reihe nach der Höhe des Ex- 
ponenten und multipliciert dann die entsprechenden Glieder dieser Reihen, 
wobei man, um Reihen von gleicher Gliederzahl zu erhalten, die 1 zu 
Hülfe nehmen muss. Diese Zusammenfassung der Primzahlpotenzen ist 
nicht sehr wesentlich, soll aber zur Vereinfachung der Darstellung hier 
beibehalten werden. 

Da in der Reihe der Gruppeninvarianten 

PME, NEU CRC 


2 y 


jede Zahl durch die folgende teilbar ist, so sind die Quotienten 


^ 
e, = 0 
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ganze Zahlen, aus denen sich die Gruppeninvarianten e,, @, ..., e, und 
der Grad e der Gruppe in folgender Weise zusammensetzen 


- VON A N 
€ = 010203... 0, 

N N N 

€, = | 0503... 0, 

(1 2) 
n 

€, 1^ cx 9, 19, 

Qo — 0, 

= \ A293 wy 
(13) C—O D 0 ERO ve 


Die Zahlen 2 sind ebenso wie die Zahlen e nur von der Natur der Gruppe 
abhängig und haben vor letzteren noch den Vorzug, dass sie keiner Be- 
schränkung unterworfen sind. In gewissem Sinne würde es sich daher 
empfehlen, die Zahlen 2 als die Invarianten der Gruppe zu bezeichnen. 
Wir wollen aber gleichwohl bei der anderweit schon gebrauchten Bezeich- 
nung stehen bleiben. 

Zwei Gruppen, deren Elemente sich einander in der Weise eindeutig 
zuordnen lassen, dass durch die Zusammensetzung entsprechender Elemente 
wieder entsprechende Elemente entstehen, heissen isomorph.' 

Wenn nun zwei Gruppen dieselben Invarianten e,, e,, ..., e, haben, 
so sind die Gruppen isomorph. 

Denn wählt man für jede derselben eine Basis g,, 925 ..., 9, So, dass 
in der Form 

gigs gd 
alle Elemente, und jedes nur einmal, enthalten sind, wenn x, modulo e, 


genommen wird, so kann man diejenigen Elemente beider Gruppen ein- 
ander entsprechen lassen, in welchen die Exponenten x, dieselben Werte 


haben, woraus der Isomorphismus erhellt. 


' €. Jorpan, von dem dieser Ausdruck herrührt, nennt solche Gruppen »holoédrisch 


isomorph». Da der meriédrische Isomorphismus hier gar nicht in Betracht kommt, so 
lassen wir diese Unterscheidung weg. 

Löst man den Begriff der Gruppe gänzlich ab von der besonderen Bedeutung, welche 
die Elemente derselben in jedem einzelnen Falle haben, und fasst die Definition nur formal, 
so kann man isomorphe Gruppen auch schlechthin als identisch bezeichnen und in diesem 


Sinne sagen, dass durch die Invarianten die Gruppe vollständig bestimmt sei. 
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823. Die Gruppencharaktere. 


Eine Function y(a), d. h. ein System von e (gleichen oder ver- 
schiedenen) von Null verschiedenen Zahlwerten, deren jeder einem be- 
stimmten Element « der Gruppe % zugeordnet ist, heisst ein Gruppen- 
charakter, wenn für irgend zwei Elemente a, « der Gruppe A die Be- 
dingung erfüllt ist 





(1) x (aa) = x(a)y (« ). 


Solcher Gruppencharaktere existieren genau e von einander verschiedene, 
d. h. solche, deren je zwei mindestens für ein Element a in N verschiedene 
Werte haben, und alle sind e Einheitswurzeln. 

Denn zunächst folet aus (1), indem man « — ı annimmt 





x(«) = x(x() 


(2) Se 


Bedeutet nun wie in $ 1 9, 9 ..., g eine Basis der Gruppe 3(, deren 
Elemente die Grade &, &, ..., e, haben, so ist für jedes Element a 


(3) a= 0 gs S ets 9g," : 


und aus (1) folet 





(4) x (a) = x(myx(0n)*- xl)". 
und 
(5) an zzuny-nu.... xy -a. 


Verstehen wir also unter 
8,, dx esed 


primitive Einheitswurzeln der Ordnung 


Ein uso SERES 
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so lassen sich die ganzen Zahlen y,, #,, ..., y, nach den Moduln e,, &,, ..., e 


v 


so bestimmen, dass 


(6) ag) = Mal) 9 XG) = 06, 


und daher 
(7) x(a) = emer... op 


wird. 

Nehmen wir umgekehrt das Zahlensystem y,, y, ..., y, beliebig 
an, so genügt (7) der Bedingung (1) und ist daher ein Gruppencharakter. 
Auch sind die auf diese Weise gebildeten e Gruppencharaktere alle von 
einander verschieden; denn wählen wir in (7) zwei verschiedene Expo- 
nentensysteme y, welchen die beiden Charaktere 7, y’ entspringen, so 
kann man stets ein System der x, d. h. ein Element a finden, so dass 
y(a) von z'(a) verschieden wird. 

Ebenso aber giebt es, wenn a, a’ verschiedene Elemente in W sind, 
unter den Charakteren 7 gewiss immer solche für welche y(a) von y(a') 
verschieden ist. 

Ein Element a ist also vollständig und eindeutig bestimmt durch die 
Zahlenwerte der e Charaktere y (a).! 

Jedem System der Zahlen y entspricht nach der Formel 


(8) . P= OLS a cart 


1: v 


ein und nur ein Element a’ der Gruppe %, so dass sich die durch (7) 
bestimmten e Charaktere selbst in eindeutiger Weise den Elementen der Gruppe 
3( zuordnen lassen. Indem wir diese Zuordnung in die Bezeichnung auf- 
nehmen, setzen wir, wenn die Zahlensysteme x, y durch (3) und (3) be- 


stimmt sind 





(9) he (a) wx Ka (a^) == gres pret ... 0! y, 


y 


Verstehen wir unter 7,7, den Charakter y, (a), so bilden nach dieser 
Zusammensetzung die Charaktere unter sich eine Abel’sche Gruppe, welche 
mit der gegebenen Gruppe X isomorph ist. 


! Diese Sätze sind bewiesen in der oben eitierten Abhandlung des Verfassers und 


sind in der Abhandlung I zum Teil benutzt. Des leichteren Verstündnisses halber sind 


die Beweise in obigen Text, zum "Teil. etwas vereinfacht, wiederholt. 
3 
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a § 3. Divisoren Abel’scher Gruppen. 


Wir betrachten jetzt eine Abel’sche Gruppe N vom Grade N, deren 
Elemente mit » und deren Charaktere mit y,„(n) bezeichnet sein mögen. 

Ist % eine in N enthaltene Gruppe, d. h. ein System von in 30 ent- 
haltenen Elementen a von der Art, dass das Product zweier a immer 
wieder ein Element in W ist, so lässt sich die Gruppe 3t in Reihen von 
gleich viel Elementen in folgender Weise zerfällen. 

Ist a, ein in % aber nicht in 3( enthaltenes Element, so sind auch 
alle Elemente aa, zwar in N aber nicht in 3( enthalten. Die Gesammt- 
heit dieser Producte a,a, welche ebenso viele Zahlen wie 3( selbst enthält, 
werde mit X, bezeichnet. 

Ist a, ein in 3t, aber weder in % noch in Y, enthaltenes Element, 
so gilt das gleiche von allen Producten a,a, und deren Gesammtheit 
bildet ein System %, von ebenso vielen Elementen wie Y. Fährt man 
auf diese Weise fort, bis die Gruppe 3t erschöpft ist, so wird W in eine 
bestimmte Anzahl von Reihen 


(1) ER o) re PET 


zerlegt, deren jede gleichviel, also N:e Elemente enthält, von denen aber 
nur die erste eine Gruppe ist. 

Wenn man nun die Zusammensetzung dieser Reihen in der Weise 
erklärt, dass 3(,9(, die aus den Elementen a,a,a gebildete Reihe sein soll, 
so bilden diese Reihen unter sich eine Abel’sche Gruppe. 3t vom Grade e, 
in welcher die Gruppe W als Einheit gilt. 

Wie die Charaktere der Gruppe 3i aus denen der Gruppe 9t her- 
geleitet werden, ist schon in der Abhandlung I, $ 3, gezeigt. Wir kommen 


€ 
à e 


hier in der Kürze darauf zurück. 
: R : je . 
Ist Z(X,) einer dieser Charaktere, so können wir setzen: 


(2) z 


wodurch eine Function &(n) für jedes Element von N definiert ist, welche 


2 


: E pL SN 
(.) — S(a,a) —— en, 


für alle Elemente einer der Reihen (1) einen und denselben Wert hat, 
und für alle Elemente der Gruppe 3( den Wert 1. 


Acta mathematica. 9. Imprimé le 15 Novembre 1886. 15 


114 H. Weber. 


Diese Function genügt aber der Bedingung 


E( 3G, ) EU.) = EU, A), 


d. h. nach der Erklärung der Zusammensetzung der Reihen %,, 9C, 
(3) En) = Er); 


und ist also nach $ 2 unter den Charakteren x(n) der Gruppe N ent- . 


halten. 
Ist umgekehrt £(») einer der Charaktere 7(#), welcher der Bedingung 


genügt, so ist auch 


(5) ra EI) 


= / 
= | 


für alle « und kann daher mit £(3(,) bezeichnet werden. Es besteht 
aber zugleich die Relation 


(6) EW)EU:) > EUX) 


und es ist also diese Function einer der Charaktere von N. 

Es folgt hicraus, dass die Bedingung (4) für genau e unter den Cha- 
rakteren y(n) erfüllt ist. 

Wenden wir also die am Schlusse des vorigen Paragraphen eingeführte 
Bezeichnung an, so erhalten wir die Charaktere der Gruppe 3t in der 
Form z,(n) wenn wir alle diejenigen Elemente 5 in der Gruppe N auf- 


suchen, welche für alle Elemente a der Bedingung genügen 


(7) (0) = 1. 


/ 


Diese Elemente b bilden eine in W enthaltene Gruppe 98, welche mit $t iso- 
morph ist, und der zu U reciproke Divisor von W genannt sein soll. 

Die Gruppe ® ist durch die Gruppe 9( vollständig bestimmt und 
die Beziehung beider ist eine gegenseitige. Das Product der Grade zweier 


reciproker Teiler von 3t ist gleich dem Grade von DW. 
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§ 4. Die Gruppe der Potenzreste für einen zusammengesetzten 
Modul. 


Wir verstehen jetzt unter % die Gruppe der nach irgend einem 
Modul m genommenen zw m feilerfremden Zahlen m, welche sich, wenn 
zwei nach dem Modul m congruente Zahlen als nicht verschieden be- 
trachtet werden, durch Multiplication, welche hier die Stelle der Zusam- 
mensetzung vertritt, reproducieren. 

Sei also 


(1) M Uo gem 


der Modul, g,, 7,, ... von einander verschiedene ungerade Primzahlen, 
k,, 
hat für unsere Aufgabe kein Interesse). 

Bedeuten ¢,, ¢,, ... primitive Wurzeln von qj, qj, ... so sind, wie 
aus der Theorie der Potenzreste für zusammengesetzte Moduln bekannt 


k,, ... positive Exponenten und À entweder — o oder > 2, (1 — 1 


ist, für jede Zahl » die Exponenten ;,, 7,, ... nach den Moduln 
dg (Oups RAE ee?) ee 
vollständig und eindeutig dadurch bestimmt, dass 
n= ch (mod qi»), n= cz (mod 9%), 
Ist À — 2, so ist ebenso « nach dem Modul 2 durch die Congruenz 
n = (— 1)* (mod 4) 
und ist À > 2 so sind a, nach den Moduln 2, 2^7 durch die Congruenz 


— 45 ^ 
à n=(— 1)5 (mod 2°) 
bestimmt. 
Die auf diese Weise bestimmten Exponenten, nämlich 
ZW. =: wenn m ungerade 
zi He MN wenn m= 4 (mod 8) 


2 ro 2 
ois GTI NO vs sls wenn m=o (mod 8) 
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heissen die Indices der Zahl » und sollen in irgend einer Reihenfolge mit 


ieri promi eh, 


. 


bezeichnet werden, während wir die Moduln, nach welchen diese Indices 
genommen sind, nämlich 


gig. Deer qas wenn m ungerade 
2, ig; — 1), Gan 405 9 We ae wenn m= 4 (mod 8) 
ET e (ga m ge GQ, De wenn m =o (mod 8) 
mit 
moms „m, 


bezeichnen, und zwar so dass «, der zum Modul m, gehörige Index heisst. 
Die Anzahl pg der Indices ist also gleich der Anzahl der von ein- 
ander verschiedenen in m aufgehenden Primzahlen, oder, falls m durch 8 
teilbar ist, um eins grósser. 
Ist ein System von Zahlwerten für die Indices à, a a, nach 


gay eee Mn 


dem System der Moduln m,, m,, ..., m, beliebig gegeben, so gehört dazu 
umgekehrt eine nach dem Modul m vollständig bestimmte Zahl ». Die 
Indices eines Productes zweier Zahlen sind die Summen der entsprechen- 
den Indices der einzelnen Factoren. 

Wenn wir also jeden der Indices ein vollständiges Restsystem nach 
seinem Modul durchlaufen lassen, so erhalten wir die ganze Gruppe W 
vom Grade 


em) = mm, ...m 


7 fi 


Um die Charaktere der Gruppe 9t zu erhalten, wählen wir ein System 


primitiver Einheitswurzeln der Ordnung m,, m,, ..., m 


jh 
My Day se) D, 


Sind alsdann «ej, &, ..., «; die Indices irgend einer Zahl n’ in 3t, 
so erhält man die e(») Charaktere 7,(n) in der Form 


qu haley ait, 


Yun) = 0, ©, 235. @, 
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85. Die Kreisteilungsperioden. . 


Bedeutet r eine primitive m'® Einheitswurzel, und 3( irgend eine in 
3t enthaltene Gruppe, so heisst die Summe 


(1) Abu 


eine Kreisteilungsperiode und man hat nun zunächst auf zwei Umstände 
zu achten: 

1. Nach Abhandlung I, $ 5, verschwindet z dann und nur dann 
wenn für irgend eine mehrfach in m aufgehende Primzahl g alle der Be- 
dingung 

a=1 (mod) 
: 9 
genügende Zahlen » in A enthalten sind. 

2. Wenn die in ı erwähnte Bedingung nicht, dagegen für einen 

einfachen Primfactor qg von m alle in W enthaltenen der Bedingung 


m 
TN) (mod =] 
Ji 
genügende Zahlen zugleich in 93( enthalten sind, aber auch nur unter 
dieser Voraussetzung kann y durch Einheitswurzeln von niedrigerer Ord- 
nung ausgedrückt werden. (I, $ 4.) 
2s lässt sich diese Darstellung auch leicht finden; denn es besteht 
in diesem Falle 3( aus lauter Zahlen von der Form 


m 
a ( 1 +} ail ) 
q. 
worin À die Reihe der Zahlen o, 1, ..., 4 — 1 mit Ausnahme derjenigen, 
für welche 


1+h m kq 


1 


ein Vielfaches von q ist, und «' eine Gruppe W für den Modul m:4 
durchläuft. Dann ergiebt sich aber 


„= Ir = = xt, 
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also z (vom Vorzeichen abgesehen) gleich einer aus Einheitswurzeln der 
Ordnung m:q gebildeten Periode. 

Es sei nun wieder 3( irgend eine in W enthaltene Gruppe vom Grade 
e(m):e, und es werde überhaupt an den Bezeichnungen der K 3, 4 


festgehalten. Unter den mit x conjugierten Perioden 


a 
(2) Yn zi Yu 


sind, wenn nicht der Ausnahmefall 1 eintritt, in welchem dieselben alle 
verschwinden, e von einander verschieden, entsprechend den e Reihen 
A, Us ..., Wey des § 3, nämlich 


(3) te US ae Te 


und diese sind die Wurzeln einer irreducibeln ganzzahligen Gleichung 
e“® Grades (I, $ 5). Die rationalen Functionen von 7 mit rationalen 
Zahlencoefficienten constituiren einen Kreiskörper, und es ist das Haupt- 
ergebniss der drei vorangegangenen Abhandlungen, dass man auf diese 
Weise alle Abel’schen Körper erhält, und, wenn man den Ausnahmefall 
2 noch ausschliesst, jeden nur einmal. 

Die Permutationsgruppe des auf diese Weise gebildeten Körpers (oder 
die Garoıs’sche Gruppe der Gleichung für y) besteht aus den e Substi- 


tutionen 
\ (en AN Me Oasys - 
(4) 25 Yas) =! ah Tan) 
und ist also isomorph mit der Gruppe # der Reihen A, %,, ..., 3C ,, 


oder auch isomorph mit der zu A reciproken Gruppe 38. 

Will man also Abel'sche Körper bilden, deren Gruppe vorgeschriebene 
Invarianten e,, e,, ..., €, hat, so wird man zunächst nicht auf die Bildung 
der Gruppe A, sondern auf die der reciproken Gruppe 38 ausgehen, welche 
eben diese Invarianten besitzt. Hieraus ergeben sich die beiden folgen- 
den, zusammen zu beantwortenden Fragen: 

I. Welche Moduln m sind geeignet, um mit ihrer Hilfe Gruppen B mit 
den vorgeschriebenen Invarianten e,, e,, ..., e, zu bilden, und zwar so, dass 


» 


die zu 8 reciproke Gruppe A nicht unter die beiden Ausnahmefälle 1, 2 fällt? 





* Dass für beliebig gegebene Invarianten immer solche Moduln existieren, ist in der 


Theorie der Abel sehen Zahlkörper. 119 


II. Wie findet man diese Gruppen für einen gegebenen dazu geeigneten 


Modul? 


§ 6. Bedingungen fir den Modul m. 


Es ist zunächst erforderlich, die Bedingungen, 1, 2 welche die auszu- 
schliessenden Gruppen A charakterisieren, auf solche für die Gruppe ® 
zu übertragen. 

Wir bezeichnen die Indices einer jeden Zahl a in X mit 


GES Bas. ne, Cum 


die einer jeden Zahl b in ® mit 


so dass also die Zahlen à dadurch definiert sind, dass für alle Zahlen a 


CEA 4,8, 


(1) CPE ee VIE 
Wir haben nun wenn g ein Primfactor von m ist, diejenigen Zahlen 
a zu betrachten, welche der Bedingung 
à : m 
(2) a=ı (mod — ) 
\ q 
genügen, und unterscheiden dabei folgende drei Fälle: 
1. Es sei q eine & mal in m aufgehende ungerade Primzahl und 
k> 1. Die Indices aller der Bedingung (2) genügenden Zahlen a sind 


dann gleich Null mit Ausnahme des zum Modul 4^^'(g — 1) gehörigen, 
und dieser letztere kann jeden Wert annehmen, der durch g‘°(q7 — 1) 


teilbar ist. Die Gruppe % wird also dann und nur dann die sämmt- 
lichen der Bedingung (2) genügende Zahlen a enthalten, wenn die zum 
Modul q^ (q — 1) gehörigen Indices 8 alle durch q teilbar sind. 

2. Ist q = 2 so schliesst man ebenso, dass alle der Bedingung (2) 
genügenden Zahlen a dann und nur dann in X enthalten sind, wenn die 
zum Modul 2 oder 2’~* gehörigen. Indices 3 alle gerade sind, je nachdem 
m= 4 oder m — o (mod 8) ist. 








oben citierten Arbeit von FROBENIUS und STICKELBERGER gezeigt. Jedoch ist dort die 


Frage nicht berührt, wie man alle diese Moduln erhält. 
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Schliessen wir diese Fälle aus, so kann die Kreisteilungsperiode 7 
nicht verschwinden. 

3. Ist q ein einfacher Primfactor von m, so sind die der Bedingung 
(2) genügenden Zahlen « dadurch charakterisiert, dass die Indices der- 
selben alle verschwinden mit Ausnahme des zum Modul 4 — 1 gehórigen, 
welcher jeden beliebigen Wert haben kann. Es tritt also hiernach der 
zweite Ausnahmefall, nämlich die Reduction auf Einheitswurzeln niedri- 
gerer Ordnung, dann und nur dann ein, wenn die zum Modul q — 1 ge- 
hörigen Indices 8 alle gleich Null sind. 

Nun ist nach der Definition der Invarianten e, die kleinste positive 
Zahl, welche für alle Elemente d den Bedingungen genügt: 


(3) ^e, B, = o. (mod m,), ef,- 0 (modm,), ..., ef,-o (mod m,). 


Sollen also die beiden Ausnahmefälle ausgeschlossen sein, so ergeben sich 
nach r, 2, 3 für den Modul m die folgenden Bedingungen. 

Eine ungerade Primzahl q, darf nicht öfter in m, enthalten sein als 
in e, (weil sonst nach (3) sämmtliche £, durch q, teilbar wären), also: 

A. Eine in e, nicht enthaltene ungerade Primzahl kann nur einfach 
in m enthalten sein und eine in e, enthaltene ungerade Primzahl kann höchstens 
einmal mehr in m als in e, aufgehen. 

D. Ist e, ungerade, so muss auch m ungerade sein, und ist e, durch 
eine Potenz von 2 teilbar, so kann m den Factor 2 höchstens zweimal öfter 
enthalten als e,. 

C. Ist q eine einfach in m aufgehende Primzahl, so muss q — 1 we- 
nigstens durch eine der in e, aufgehenden Primzahlen teilbar sein. 

Diese Bedingungen erweisen sich als notwendig. Es wird sich später 
noch eine weitere Bedingung ergeben, die dann mit diesen zusammen 


D 


auch hinreichend ist, 


§ 7. Bestimmung der Gruppe 35. 


Wenn eine Gruppe 38 mit den Invarianten e,, &, ..., €, existiert, 
so giebt es eine Basis von » Elementen g,, 9, ..., 9, von den Graden 


€j, €), «.., €, So dass jedes Element b in der Form darstellbar ist 


v 


(1) b=g 9% ...9 (mod m), 
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und jedes nur einmal, wenn 2,, z,, ..., æ, je ein vollständiges Rest- 
system mod e,, e,, ..., e, durchlaufen. 
Sind nun i; 


Beinn TURCA s die Indices: von 97, 


f 2,25 ett, f^, » » D Go, 


Pan , Pas» OO) Din » » » Ono 


so erhält man die Indices A, $,, ..., f£, eines beliebigen Elementes 5 
in der Form: 


fin + Bus + +: Eum, (mod m,) 
p —=Biati + Boss +... + 62%, (mod m,) 


. . . . Dex d . . . . . 


Br = Bunt Boat 22 9,8 (mod m,). 


Umgekehrt liefert auch jedes System der 


(2) 


a, (mod e), ah (mode). 109.52 (mode) 


in (2) eingesetzt, die Indices einer und nur einer Zahl /. 

Hieraus ergeben sich mit Rücksicht auf 1, 2, 3 des vorigen Para- 
graphen die nicht nur notwendigen sondern auch hinreichenden Bedingungen 
für die Indices £,, des Basis. 

I. Die f,, müssen so beschaffen sein, dass die Congruenzen 


fiam + Bait. +... + Aum, mo (mod m,) 
BP. + ust; + --. + fummo (mod m,) 


(3) 
Pure Ponte + bP fuus, =O (mod m,) 


die Congruenzen 


(4) x, =0 (mode), z,-o (mode) ..., %,=o (mod e) 


zur notwendigen Folge haben. 
IL Ist q ein mehrmals in m aufgehender Primfactor und m, — q* (q—1), 


Acta mathematica. 9. Imprimé le 17 Novembre 1886, 16 
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À1—2 


coder falls’ q = 2st, ma oder = 2, je nachdem m durch 8 teilbar 


ist oder nicht, so dürfen die v Zahlen 


(5) fu fw nr?) Pan 


nicht alle durch q teilbar sein. 
II. Soll auch der zweite Ausnahmefall ausgeschlossen sein, so dürfen, 
wenn q ein einfacher Primfactor von m und m, = q — 1 ist, die Zahlen 


Bins f» tt, Bun 


nicht alle durch q — 1 teilbar sein. 
Um die Móglichkeit der Erfüllung dieser Bedingungen beurteilen zu 
können, bezeichnen wir mit 


S dan. Ge) 


den grüssten gemeinschaftlichen Teiler von e, und m,, so dass, wegen der 
von den e, vorausgesetzten Eigenschaft in der Zahlenreihe 


(7) d, ny Gly ns re) d, , 
jede Zahl durch die folgende teilbar ist, und setzen ferner 


€; = ar = dre — ee = Alans 
(8) 

m, = d, m, , = d, nm, =... = d, 1m, 1 
so dass e,, und m,, relative Primzahlen sind, und wegen (7) in der 
Zahlenreihe 


(9) Mn Mons 22+ M,» 


jede Zahl durch die vorangegangene teilbar ist. 

Die Zahlen d,,, &., M,„ sind durch die Invarianten e,, &, ..., 4 
und den Modul » allein bestimmt, und wenn m den Bedingungen A, D, 
C des vorigen Paragraphen genügt, so ist m,, im Falle II nicht durch q, 


im Falle III nicht durch q — 1 teilbar, wie aus 


GE d, 6, 4; m, = d, My 
hervorgeht. 
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Da nun e, der Grad von g, ist, und f,,, Pis, ..., f, die Indices 
von 9,, so ist e, die kleinste positive Zahl, welche den Congruenzen 


(10) x €,,, 7: 0 (mod m,) (A—1, 2, ..., f£) 
genügt. Daraus folgt aber mittelst (8) 
d, €i ufa = © (mod d, ,m, ,), 
und daraus, da e,, und m, relativ prim sind, 
fin=O (mod m, ,). 


Wir setzen daher, indem wir unter 7,, neue ganze Zahlen verstehen, 


die nach dem Modul 4,, zu nehmen sind 
(1 1) ^ Pan == TTG 


und formen damit die Congruenzen (3) um. 
Man erhält zunächst durch einsetzen von (8) und (11) in (3): 


My nTi,n% — Mono + --- + mn. =O (mod m, n di, ») 
und daraus mittelst der Relationen 


Th p dyn eı Cen Se 5 Ck h 
(12) p UC DO Se 
LS d; n ; 


worin wie in § ı (11) 
EN tas DER = set GN Dy IN = E EN s 
(13) 2015 = == Lo 4 e 6p — 0,1; %=0, a — 0405. ..€, 


gesetzt ist, 
(Im rerit url +... cb G27, 01> 0,12, = O: (mod'e), 


und die Bedingung I ist-nun darauf zurückgeführt, dass die für k = 1, 2, 
..., pp gültigen Congruenzen (14), die sich auf einen und denselben Modul 
beziehen, die Congruenzen (4) zur notwendigen Folge haben. 

Bei den weiteren Folgerungen aus dieser Forderung stützen wir uns 


auf das nachstehende, leicht zu beweisende Lemma. 
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Die nach irgend einem Modul 2 genommenen Congruenzen 


DUO oar SET 9) 


VU oh Geena mod <a) 


= (9) 


können befriedigt werden ohne dass sámmtliche 2,, ..., v, durch à 
teilbar sind, wenn » > ist oder wenn zwar » — y aber alle aus den 
Reihen der Coefficienten a,, zu bildenden y-reihigen Determinanten mit 
9 einen gemeinschaftlichen Teiler haben, im andern Fall ist dies nicht 
möglich. ' 

Da nun die Congruenz (14) auch für den Modul e, gültig sein und 
die Folgerung 


C, = 0; 4,0, ..., %=0 (mode) 


ergeben muss, so erhalten wir eine vierte Bedingung für den Modul m. 
D. Es muss die Anzahl p der Indices für dem Modul m gleich oder 
grösser sein als die Anzahl » der Invarianten. 
Die Congruenzen (r4) lassen sich nun successive durch die folgenden 
ersetzen: 


(15) €;171,2, =O (mod), 


welche die Bedingung ergiebt: 


^ 22 
(0,) €yifa,is Erafı,aa +. Cual 


dürfen keinen gemeinschaftlichen Teiler mit à, haben. 
Dann folgt aus (15) 


(16) 2, = ai, 
und aus (14) 


(17) €, iTi, 1 + €32,03 =O (mod 0,), 





Es ist kaum nótig, auf den Beweis dieses Satzes hier einzugehen, der fast wórt- 
lich aus der Theorie der linearen homogenen Gleichungen entnommen werden kann. (Man 
vgl. z. B. Liesenrrz, Lehrbuch der Analysis, Bd. I, Cap. IV.) 
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woraus die zweite Bedingung: 


(6,) Nicht alle aus 


ef,» 21,271.29 + + Cup 
Cy ifs C2,272,29 t5» Coulon 


zu bildenden zweireihigen Determinanten dürfen einen gemeinschaftlichen Teiler 
mit 0, haben. 
Dann folgt aus (17) 


=) b "| » N N Ad » x = 
“= 051 ; X= 010334 , % = 053». 


Indem man diese Schlussweise fortsetzt, gelangt man schliesslich zu der 


Bedingung 


(4) Nicht alle aus 


€, 1]v,1? €, o fv,2* GYCECE,) €, n T» 


zu bildenden v-reihigen Determinanten dürfen einen gemeinsamen Teiler mit 
à, haben. 

Wenn nun g eine in &, &, ..., 6, aber nicht in €,,1, ..., €, auf- 
gehende Primzahl, also ein Teiler von.d, nicht aber von @,,1, 0,45, +++) % 
ist, so fordert die Bedingung (2,), dass man über die 7;,,, so verfüge, dass 
wenigstens eine der p-veihigen Determinanten, etwa 





€iifiis 1,271,29 + + +9 E,of1,P 
Q^ GRANDS VENE Mere 

2,2 72,2 2, of 2, p (A) 
€, 1fp» 2,210.29 * > 9 Cool oo 


nicht durch q teilbar sei, und wenn dieser Forderung fiir alle in e, 
aufgehende Primzahlen q genügt ist, so sind auch die Bedingungen (2,), 
(05), aan (0er t. 


Hieraus ergiebt sich die letzte Bedingung für den Modul m: 
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E. Ist q eine in e,, e,, ..., e, aber nicht in e,,, aufgehende Prim- 
zahl, so muss eine Anordnung der m,, m,, ..., m, derart möglich sein, 


dass das Product 


nicht durch q teilbar ist. (Selbstverständlich braucht diese Anordnung für 
die verschiedenen Primzahlen 4 nicht dieselbe zu sein.) 
Ist die Bedingung E erfüllt, so kann man über die 7,,, so verfügen, 


dass auch die Bedingung (A) befriediet ist; man hat nur z. D. 
D D D ? 
wood „durch gimichtsteilbar 
Tale Tee ee lon lasse Too Auxchgzteilbar 


anzunehmen, und da hiernach an 7,,, noch keine Anforderung gestellt ist, 
so bleibt noch die Möglichkeit, den Bedingungen II, III zu genügen. 


Denn nach (11) geschieht diesen Forderungen genüge, wenn ein be- 


stimmtes #7, nicht durch g oder nicht durch g— 1 teilbar ist, 
während m,, durch g oder q — 1 nicht teilbar ist. 


Auch für die verschiedenen in Betracht kommenden Primzahlen 4 


sind diese Forderungen offenbar mit einander verträglich. 


8 S. Bestimmung der Gruppe X. 


Die Coefficienten 7, lassen sich den Bedingungen des vorigen Para- 
graphen gemäss im Allgemeinen auf mehrfache Weise bestimmen. Unter 
diesen Bestimmungsarten können mehrere zu derselben Gruppe $ führen; 
es können aber auch verschiedene Gruppen 38 und folglich auch ver- 
schiedene Gruppen 3( auftreten. Man muss also, um alle diese Gruppen 
zu bilden, die verschiedenen Bestimmungsweisen der Coefficienten 7,, in 
Betracht ziehen. Man kann aber dann, wenn man die rz,, gewählt hat, 
ohne erst auf die Gruppe ® einzugehen, direct zur Bildung der Gruppe 
Y schreiten, wie jetzt noch gezeigt werden soll. 

Sind wie oben a,, 4, ..., a, die Indices irgend einer Zahl in Y, 
Bis Pas «++» p, die einer Zahl in 35, ist ferner 


(1) Mii in MAN EU, 
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das kleinste. gemeinschaftliche Vielfache von m,, m,, ..., m, so sind die 


beiden Gruppen 3(, ® dadurch charakterisiert, kur stets 


(2) m Aa + mif,a, +... + m;f,a, — o (mod M) 
oder dass die sämmtlichen 

ae a, LL [A n Un 
(3) Ree iar ris e ein 


ganze Zahlen sind. Nach s 7 S hat man also alle diejenigen Zahlen- 


systeme a,, 4, ..., a, (mod m,, m,, ..., m,) aufzusuchen, fiir welche 


23 


P 141 P 2 Ua Br n En 


(4) sepe LS ou (K—1,2, .. v) 


qm, 


ganze Zahlen sind. Die Ausdrücke (4) lassen sich aber nach (8), (11) 
$ 7 so darstellen j 
rk 249 Te, m Oy, 


Vk, 1 041 1,2 Zo 
(5) Fa Br 


d, i 








so dass man die einzelnen Terme auf den gemeinschaftlichen Nenner e, 
bringen kann. Hiernach ergeben sich dann zur directen Bestimmung der 
Indices a, die Congruenzen 


(6) ‘ la Corus + - -- ee TE ni © (mod es). (ir GEI, 


§ 9. Besondere Fälle. 


Es hat nicht die geringste Schwierigkeit, nach den bisher gegebenen 
Vorschriften Zahlenbeispiele in beliebiger Menge durchzuführen. Wir 
überlassen dies dem Leser und heben hier nur noch zwei Fälle allgemei- 
nerer Art hervor, in welchen den Resultaten eine einfachere Gestalt ge- 
geben werden kann. 

1. Es sei » — 1, also die Gruppe B regulär 

m — 2 


Es ist in diesem Fall nach $ 7 (8) 


Bid ieu disse T hs 


m, = d, m1 "y "Oy IER Uim ed, um 
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und die Bedingung E reduciert sich darauf, dass 
€,15» €125 * 7*5 Cn 


keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. Die Zahlen 7,1, 71,0, «+. Jin 
hat man dann so zu wühlen, dass auch 


€i 1f: 1,279,299 - 7*5 An Sin 


keinen gemeinschaftliehen Teiler mit e, haben, und überdiess zur Ver- 
meidung der Ausnahmefälle, so dass, wenn g Primfactor von m ist und 
m, der zugehörige Indexmodul, e; ,7,; nicht durch 4 — 1 oder nicht durch 
q| teilbar ist, je nachdem $4 einmal oder mehrmals in m aufgeht, eine 
Forderung, welcher wegen der Voraussetzungen A, B, C stets genügt 
werden kann. Für die Indices « erhält man dann die eine Bedingung 


(1) EraT1,1%ı at na ac, > ern eit — 0. (mod ej). 


Dies ist der von Kronecker in der oben erwähnten Abhandlung be- 
handelte Fall. 
2. Es sei » beliebig, dagegen 





(2) Er = SS =) 


gleich einer und derselben Primzahl (einschliesslich der Primzahl 2). * Alle 
von p verschiedenen in m aufgehenden Primzahlen müssen in diesem 
Falle — 1 (mod p) sein und können nur einfache Factoren von m sein. 
Der Factor p selbst kann zweimal und wenn p = 2 ist, dreimal in m 
enthalten sein, aber nicht nur einmal (wegen C). 

Wir nehmen zuerst an, es sei: 


M Ir equ. 
q,=1, Qj7— 1; +--+ =! (mod y), QU CIE A 
"ip go, Waters PE ut NP pe 
Dann ist 


Opi 
dy x EUIS £p a — 1; RN p t 


Die Zahlen 7,, hat man so anzunehmen, dass nicht alle v-reihigen 


Determinanten aus 
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bo 
e 


Piet) 1.2 een Mm 


1315 12,25 2 29> T0, à 


1,19 faro t5 fun 


durch p teilbar sind, und dann erhält man die Gruppe %, indem man 
alle Zahlen « aufsucht welche den Congruenzen 


Tr air Tes mr dec Hm Nr = © 
Rate AE je © 


41% == 1,2% + SC + hie = 0 


(3) (mod p) 


genügen. Durch diese Congruenzen sind » von den Zahlen a, durch die 
übrigen a —v, welche willkürlich sind, nach dem Modul p bestimmt. 
Nun kann jede Zahl a,, ohne die Bedingungen (3) zu verletzen, ersetzt 
werden durch 


(N! 
(4) a, + SP: $,— 0, I, 2, 2205 A I. 


Bezeichnen wir also mit €, c, 


, ++. primitive Wurzeln von q,, q,, ... so ist 
a-cp (mod qj) 
a=c (mod q,) 
und daher, wenn r,, v, ... primitive Einheitswurzeln der Ordnung 
Je +. bedeuten 


yt — ron re 
und also, nach (4) 
a $k 
O45) -.Oo+50p 
(s) PLIN QD en 


worin die mit x bezeichnete Summe auf alle den Congruenzen (3) genügenden 
Zahlen a,, die kleiner als q und nicht negativ sind, erstreckt ist. 
Setzen wir also 


(6) 7® AH D yo + sp 
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was nichts anderes als die von Gauss eingeführten g,— 1:p-gliedrigen 
Perioden sind, so erhalt (5) die Form 
a 
(7) 7 = Qu... 
worin die Summe nach « ebenso zu erklàren ist wie in (5). 

Ist insbesondere y — », so werden die in (7) vorkommenden a alle 
=o und man erhält y dargestellt als ein Product von » einfachen 
GaAuss’schen Perioden. = 

Nicht viel anders gestaltet sich das Resultat, wenn wir 
(8) MINE 
setzen. Wir nehmen eine primitive Wurzel c, von p* und definieren a, 
nach dem Modul p(p — 1) durch die Congruenz 

a = c (mod p?) 


Ist dann 7, eine primitive Einheitswurzel der Ordnung p, und ne 


0 

die (p — 1)-gliedrige Periode 

(0) __ ‚co TSP 

las Yos 
so wird jetzt 

a 

= (0) 4 (1) (2) 

(9) Donne tee 


worin die Summe nach 4 über alle den Congruenzen 
(10) 7,0% + Yn1%ı + 74,505 + .--=o (mod p) (1h71, 2, 2) 
genügenden Werte a erstreckt ist, die kleiner als p und nicht negativ sind. 


Ist endlich p= 2 und 
m —8gg,... 


so bestimmt man a, a nach dem Modul 2 aus der Congruenz 


(11) (— 1)*5“°=a (mod 8) 
und erhalt für z den Ausdruck 

perc 
(12) yj = Met (NL SEDE 


worin wieder die nach « genommene Summe über alle den Congruenzen 
, , — 

(13) Tn,0 Lo + Tu, 0 Lo + 11,1 A ar f1,29» =F 37.0 emm D) (mod 2) 

genügenden Werte a, die gleich o oder 1 gesetzt werden können, erstreckt ist. 


Marburg, im October 1886. 





131 


KALENDER-FORMELN 


VON 


CHR. ZELLER 


in MARKGRONINGEN. 


I. Wochentags-Rechnung. 
I. Regel. 
J sei die Zahl des Jahrhunderts, 
K die Jahrszahl innerhalb desselben, 
die Zahl des Monats, 
q die Zahl des Monatstags, 
h die Zahl des Wochentags; 
Bruchreste bleiben weg; Januar und Februar werden als 13. u. 14. Monat 
des vorhergehenden Jahres betrachtet —: 
dann ist h gleich dem Reste, welcher bleibt 
A) im julianischen Kalender, wenn die Summe 


(an i 1) 
Me er EF K +" ee Sev) 
D) im gregorianischen Kalender, wenn die Summe 
(m + 1)26 
Re Kl + 2J 
durch 7 dividiert wird. 


Die Rechnung wird vereinfacht, 
Mehrfache von 7 weglässt oder pur die Siebener-Reste addiert. 


wenn man schon beim Summieren 
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2. Beispiel. 
A) An welchem Wochentage landete Columbus 12 Okt. 7492? 
IAE, me 10, I — G2. un 


(10 + 1)26 
10 


12 + 192 +23 a4 025 2210223, 


-5+0+1+4+2+5=13=1.7+46 


h = 6; also am sechsten Wochentag oder #reitag. 
B) 7772, 24 Jan. Geburtstag Friedr. II. 


/ 


VEA me US; Ur, To 


(13 + 1)26 I 1/7 > 
DE Pa So N en 
= 43 = 6.7 +1 

h — 1; also war Friedr. Il geboren am 1. Wochentag oder Sonntag. 


3. Erläuterung. 
Von den Werten der obigen Summe ändert sich 4 mit jedem Tage, 


Se ent I Rie . : 
m mit jedem Monat, A mit jedem Jahr, = mit jedem Schaltjahr, J mit 


jedem einzelnen, 1 À mit dem vierten Jahrhundert. Von hieraus erhellt, 


dass die Formel für alle Fälle richtig bleibt, wenn sie es, wovon ein 
beliebiges Beispiel überzeugt, für irgend einen ist, sofern sie sich genau 
den Veränderungen ‘anpasst, welche der Lauf des Kalenders mit sich brinst, 
auch wo diese unregelmässig und sprungsweise geschehen. Am meisten 
Unregelmässigkeit z. B. bieten die Monatslängen; aber der Ausdruck 
IE wird den Schwankungen derselben gerecht; dieser Wert wächst 
mit jedem Monat um 2.6, was bald eine Zunahme von 2 bald von 3 
Ganzen bewirken kann und in Wirklichkeit gerade für diejenigen Monate, 
welche 31 Tage oder 4 Wochen 3 Tage haben drei, für die Monate mit 
30 Tagen zwei Ganze ausmacht. Durch diesen Ausdruck ist es möglich 
geworden, alle in Betracht kommende Zahlen in eine Formel zu ver- 
einigen, ohne Hilfs-Tafeln oder -Zahlen anzuwenden. 
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Il. Oster-Rechnung. 
1. Regel. 


A) Für den julianischen Kalender. 

1) Dividiere die Jahrszahl (100J + K) oder was denselben Rest giebt 
(5J + K) durch ro, Rest a; 

2) (19a + 15) dividiere mit 30, Rest 5; 
b ist die Ostervollmondszahl und giebt an, wie viele Tage nach dem 21 
März der Ostervollmond ist; 


3) zu ,b addiere (K +24), dividiere mit 7, Rest d; 


dann ist Ostern (b +7 — d) Tage nach dem 21 März, (7 — d) Tage 
nach dem Ostervollmond. 
B) Für den gregorianischen Kalender. 
1) (5J + K) dividiere mit 19, Rest a; 
J J 


2) zu (194 + 15) addiere die Zahl g = JE es 
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194 + 15 + nee dividiere mit 30, Rest b, die Ostervollmondszahl; 
3 


3) zu b addiere KRLYIY 27 — oJ, 'dividiere mit 7, Rest d; 


dann ist Ostern (b + 7; — d) Tage nach dem 21 Marz. 

Zusatz 1. Der Wert von g in 2) bleibt sich oft mehrere Jahrhun- 
derte gleich und beträgt 7, 8, 9 für die Jahre 1583— 1700, 1700— 1900, 
1900— 2200. Die dafür gegebne Formel ist richtig bis zum Jahr 4200; 


8J + 13 
TA zu 


= 





für Jahre, welche darüber hinausliegen, ist anstatt = genauer 


o3 


setzen. So geàndert gilt die Formel dann ganz allgemein für alle Jahr- 
hunderte des gregorianischen Kalenders. 

Zusatz 2. Wenn bei 3) die Division mit 7 aufgeht, so ist d =o 
zu setzen, ausgenommen beim gregorianischen Kalender in zwei Fällen: 
I) wenn d — o und b = 29; 2) wenn d = o, b = 28, a > 10; dann ist 
d = 7 zu nehmen; oder was dasselbe ist: wenn die Rechnung für d = o, 
b = 29 als Osterdatum den 26 April ergiebt, so ist dafür der 19 April 
zu setzen, und der 18 anstatt 25 April, wenn b = 28, a > 10, d — o 
gefunden wird. 
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Übrigens lässt sich diese Ausnahme auch in die Formel selbst ein- 
führen, wie Herm. KixkELIN von Basel zeigt in der gründlichen und 
instruktiven Abhandlung über Berechnung des christlichen. Osterfests, Zeit- 
schrift für Mathematik und Physik, Bd. XV, 1870, 8. 217—228. 

Ur 
Macht man nàmlich f — I EQ wird da à nie grösser als 29, a nie 
grösser als 18, der Wert f immer der Null gleich, ausser in jenen beiden 
Ausnahmefällen d — 29 oder 6 = 28 und a > 10, wo man f— 1 erhält. 
Fügt man nun dem Ausdruck für das Osterdatum noch — 7f bei, so 
schliesst derselbe auch jene Ausnahmefille ein. 


2. Beispiel. ; 
A) Rafael starb 2 Tage vor Ostern 1520, an welchem Monatstage? 


Ostern 15 + 7 — 4 — 18 Tage nach dem 21 März, am 39 März oder 
8 April Rafael starb am Carfreitag 6 April. 
3) Ostern 1880. 


JIM, Ke 6; Feng 
4 
86 -L- 5.18 — r76 — 19.9 45, QE M 
8 8 Q 2 
19.5 + 15 + 18 — — 7 = 118 = 30.3 + 28, DS 
2) 


86 18 
+—+ 2— 2.18 = 141 — 36 = 105 = 7.15 + 6, 


2 
d = © (weil a< to) 





Ostern (28 + 7— o) = 35 Tage nach dem 21 März, am -56. März oder 
25 April. i 

3. Erläuterung. 

Die bei der Division mit 19 in 1) als Rest gefundene Zahl « ist 
gleich der um 1 verminderten goldnen Zahl, woran die Stelle des betr. 
Jahrs in der 19-jährigen Mondsperiode erkannt wird. ‘a wächst mit 
jedem Jahr um 1 und kann alle Werte von o bis 18 annehmen. - 
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Der Ostervollmond ist je im nächsten Jahr entweder um r1. Tage 
früher oder um 30 — r1 — 19 Tage später; nach eben demselben Ge- 
setze geschieht auch der Fortschritt oder Rückgang bei dem Reste der 
Division von (194 + 15) durch 30, und so überzeugt man sich auch hier, 
dass die Formel, wenn sie für die Ostervollmondszahl einmal ein rich- 
tiges Resultat giebt, immer ein solches geben muss, denn die Werte von 
b schreiten ja ganz dem Mondlauf entsprechend vorwärts oder zurück. 

Übrigens liesse sich die Richtigkeit des Verfahrens auch aus den 
allbekannten Anweisungen zur eyklischen Berechnung der Mondsphasen 
mittelst der goldnen Zahl darthun. 

Bei dem gregorianischen Kalender muss in 2) dem Ausdruck (19@ +15) 
noch die Zahl g hinzugefügt werden. In diesem Kalender ist nämlich 


de Ji 
wegen der ausgeworfenen Säcular-Schalttage das Datum um (4-3 — 2 


lage vorgerückt, oder (4-5 — 2) ist die Summe der unter dem Namen 


Sonnengleichung, æquatio solaris, ausgefallenen Tage; zugleich aber wird 
durch die sog. Mondsgleichung (equatio lunaris) jede Mondsphase in 300 
Jahren um 1 Tag, genauer in 2500 Jahren um 8 Tage rückwärts ver- 
schoben; die Summe dieser als Mondsgleichung zu subtrahierenden Tage 


2 al \ SI 5 
beträgt (5 —2 ) oder genauer Ba 2) welche im entgegengesetzten 
) \3 ) eo Y 5 D e 


Sinn von. der Sonnengleichung zu rechnen sind, so dass dann der Ge- 
sammtwert, um welchen sich gegen dem julianischen Kalender der Voll- 
mondstag verschiebt 

f D \ of Af HN , 

(- =: — 2) =e — 2) — (7— desc) — g Tage beträgt. 

4 / 3 4 3 E 5 

Diese muss man dem julianischen Ostervollmondsdatum zuzählen, wie 
oben geschehen ist. 

Ist der Ostervollmondstag gefunden, so muss noch sein Wochentag 
und wie viele Tage von da bis zum nächsten Sonntag sind, bestimmt 
werden. Es geschieht ganz nach der obigen Wochentags-Rechnung. 
(d + 1) ist die Wochentagszahl des Ostervollmonds und von da bis zum 
nächsten Sonntage oder 8 Wochentage sind 8 — (d + 1) oder (7 — d) 
Tage, wie oben gesagt ist. 


Schliesslich möge noch beigefügt werden, dass die obigen Formeln, 
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doch init kleiner Abweichung und ohne die Erläuterungen, in lateinischer 
Sprache mitgeteilt worden sind in dem Bulletin de la société ma- 
thématique de France 1883, S. 59, sowie neuerdings in den von 
O. Börten in Reutlingen herausgegebnen Mathemat.-naturwissen- 
schaftl. Mitteilungen, H. 2, S. 54. Tübingen 1885. 








Nachtrag. 
Anstatt J und K kann man zu die Jahrszahl N selbst einführen 
N N N 
und hat J — ae etc. Für X += kann man NaS — + = setzen, für 
N N 
g den Ausdruck Loa e T 


100 300 400 
Jetzt hat man nur die drei Regeln 
I) für den Wochentag: 

















L N E am 2 N ome oq hy es . 

julianiseh: g + 2m + RS + N+— dividiere mit 

5 4 7, Rest h, die 

; JN. N N \ | Wochentags- 

BT ER: = = S t e Xt UST =) zahl ; ' 
II) für den Vollmond: 
julianisch: 19.N a +1 
anisch: N — — A : 

J 5 19 > | dividiere mit 30, Rest b, 

N N \| die Ostervollmondszahl; 

gregorian.: 19.N —* + 15 + (2 TORE 308.7 286) 2 


wobei zur Berechnung nur die Jahrszahl N verwendet wird; 
III) für das Osterfest: 


D Mr DARIN: 
julianisch: 5 + N + z | 
dividiere mit 7, Rest d; 





: N N N. 

gregorian.: b + N Eo (6 2) 
dann ist Ostern (b + 7 e ‘age nach dem 21 Marz. 

Man hat etwas grössere Zahlen in der Rechnung, aber mehr U ber- 
sichtlichkeit und ausser 5 und d keine Hilfszahl. — Die Ausdrücke in 
den Klammern reprasentiren bei I) und IT) den Betrag der Sonnenglei- 
chung, bei II) den oben mit g bezeichneten kombinierten Betrag der Sonnen- 
und Mondsgleichung. 
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ÜBER EINEN ZUSAMMENHANG 


ZWISCHEN GEWISSEN LINEAREN 


DIFFERENTIAL- UND DIFFERENZENGLEICHUNGEN 


VON 


HJ. MELLIN 


in HELSINGFORS. 


1. In meiner Arbeit Zur Theorie der Gammafunetion, Bd. 8 dieses 
Journals S. 37 





80, habe ich gewisse mit der Gammafunction sehr nahe 
verwandte Transcendenten untersucht. Es wurde behauptet, dass die for- 
male Übereinstimmung, welche die Theorie dieser Funetionen mit der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen in gewissen Hinsichten erhält, 
dadurch erklärt werden kann, dass in der That auch ein bestimmter Zu- 
sammenhang zwischen diesen Functionen und den Integralen gewisser li- 
nearen Differentialeleichungen stattfindet. Am Ende der Arbeit wurde 
ein specieller, diesen Zusammenhang angebender Satz ausgesprochen. Es 
wurde zugleich behauptet, dass dieser Satz nur ein Specialfall von all- 


gemeineren auf Differentialeleichungen der Form 


(1) (« ba)ary” + (a — ba) ® +... + (a, — ba)y = 0 


sich beziehenden Sätzen sei. Die Differentinlgleichung (1) wurde bei 
jener Gelegenheit in der Gestalt 


ED MM mare de 
et -—-...-4749 — Cx? — 0... — 2 "y; 
da da dr 5 da: dae de Jj 
auf die sie immer gebracht werden kann, geschrieben. 
Acta mathematica, 9. Imprimé le 17 Novembre 1886. 18 


pi 
os 
oo 
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Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist nun, die Richtigkeit der oben 
erwihnten Behauptungen nachzuweisen. 

Obgleich es nicht immer nothwendig ist, stellen wir uns dennoch vor, 
dass die bestimmten Integrale, von denen im Folgenden die Rede sein 
wird, lings einer die Grenzen verbindenden Geraden erstreckt sind. Liegt 
eine singuläre Stelle zwischen den Grenzen, so kann sie mit Hülfe eines 
unendlich kleinen. Halbkreises vermieden werden. 

Ist «, von Null verschieden, was im Folgenden vorausgesetzt werden 
soll, so haben die Integrale der Differentialgleichung (1) bekanntlich die 
Eigenschaft, mit einer passenden Potenz von # multiplicirt, in der Um- 
gebung von x — o endlich zu bleiben, und können in dieser Umgebung 


dureh eine Summe von Reihen der Form 


en 


x? (c + cPloga +... + cP, (log 2) 2, 


y=0 


dargestellt werden, wo 9 eine Wurzel der zum singulären Punkte x — o 
der Differentialgleichung (1) gehörigen Fundamentalgleichung bedeutet. 
Bezeichnet also g(a) ein Integral dieser Differentialgleichung, so hat das 


bestiminte Integral 


für hinreichend grosse Werthe des reellen Theiles von 2, sicher einen 


endlichen Werth, wenn der singulàre Punkt 


a 
Ci i, ay 
der Differentialgleichung (1) von 1 verschieden ist. Den Fall wo a= 1 
ist, wollen wir später für sich betrachten. Der Kürze halber wird daher 
im Folgenden, wenn das entgegengesetzte nicht gesagt wird, angenommen, 
dass æ — 1 eine regulüre Stelle unserer Differentialgleichung ist. Be- 
zeichnet man also die entgegengesetzten Werthe der Wurzeln der ge- 


nannten. Fundamentalgleichung mit 


€1» 29 ces En 


und den grössten unter den reellen Theilen von z,, z,, ..., 2, mit A, so 


cn 
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hat das bestimmte Integral (2) immer einen endlichen Werth, wenn der 
reelle Theil von z — A ist. 

* Durch das bestimmte Integral (2) wird nun eine Function definirt, 
welche die folgende lineare Differenzengleichung erster Ordnung befriedigt 


(3) r(z)f(z + 1) = 2, (2) f(z) — RL) 


‘wo r,(2), r,(2), R(z) ganze rationale Functionen bezeichnen. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich folgendermassen. 
Durch Multiplication mit z^ und Integration zwischen den Grenzen o 
und 1 folgt zunächst aus (1): 


(4) fo (uo y = Gin yee, + et + 4,4) dx 
D 


= 1 
— ju: (Gray + bx Her + À QE + b, up) do. 


Ü 


Das Verfahren der theilweisen Integration liefert ferner die Gleichung 


1 ^ 
(5) fade = yf? — yh + free) +... 
0 


+ (— 1y2(2—1)...(g—y + 1) fa dr, 


wo yi den Werth von y“ für x — ı bezeichnet. Aus Gleichung (4) 
erhellt- nun, indem man auf beiden Seiten gliedweise integrirt und jedes 
Glied mit Hülfe von (5) transformirt, dass man auf der linken Seite 


ganze rationale Functionen und ausserdem das Integral 


1 


Jor x da. — 7 (2) 


* 
u 


und gleichfalls auf der rechten Seite ganze rationale Functionen und 
ausserdem das Integral 


[ nas = f(z +1) 


0 
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bekommen wird. Die so erhaltene Gleichung kann nun offenbar auf die 
Form (3) gebracht werden. 

Die ganzen Functionen r,(z) und r,(z) sind durch folgende Glei- 
chungen bestimmt 


(6) (2) = a,—a, 42 + a, sz(2d- 1) +... + (— 1)" aoz(2 + 1)... (2 +-n—1) 
(7) ri(2) = b, Exc b, (2 Bis 1) ts b, o(4 + _1)(2 == 2) = uU 
d C 1)" (2 + 1e + 2)... + 2) 


R(z) ist höchstens (n — 1)*" Grades. Die beiden Functionen r,(z) und 
r,(z) sind von dem Integrale ç(x) unabhängig. Die Coefficienten in R(z) 
aber sind homogene lineare Functionen von ¢(1), e'(1), ..., ge" (1). Es 
ist. offenbar 


F(— 2) = a, + a4, 32, + t a2(2 — 1) +..+ qe(e— 1)..(2—n + 1) —0 
die zum singulären Punkte x — o, und 
r,(2—1) — 6,— 5, ,2+4 0, ,z(2 d- 1) +..4+(— 1y beer 1). (243-0— 1) — 0 


die zum singulären Punkte x = oo der Differentialgleichung (1) gehörige 
Fundamentalgleichung. 

2. Das oben betrachtete Integral f(z) kann in manchen Fällen 
durch einen einfachen analytischen Ausdruck dargestellt werden. Wir 
wollen, um dies zu zeigen, annehmen, es sei entweder |a,| > |2,| > o 


oder |«,| — |5,| > o (nicht aber a, = 5), und im letzten Falle der 
reelle Theil von 
b, a, 
x = —— 1 
b a 
0 
in algebraischem Sinne grósser als — 1. 
Setzt man 
rZ) 7 ) R(z) ) 
IU oL r(2), eh 
r,(z) SALE r,(z) : 


so folgt mit Hülfe von (4) die Gleichung 


(8) fle + 1) = r(2)f(z) — R(2), 


Über einen Zusammenhang zwischen Differential- und Differenzengleichungen. 141 


durch deren wiederholte Anwendung sich die folgende ergiebt 
; R(z) Riz + 1) 2 
(9) PE moro Er E 





R(z + m — I) f(z + m) 


users T(2)T(2 + I)... T(2 + m — 1) MUSEI ae Wo ere We +m E S 








Unter den obigen Voraussetzungen kann nun gezeigt werden, dass das 
Restglied in (9) stets die Null zur Grenze hat. Dies ist, wenn [«, | > |» | 
ist, unmittelbar ersichtlich; denn das Product 


r(z)r(z + 1)... r(z + m — 1) 


wird alsdann mit wachsendem m unendlich, während f(z + m), da in (2) 
die Veränderliche & auf das Intervall o... 1: beschränkt ist, sich der 


2 u. . a = 
Grenze Null nähert. Ist |a, | = |^, |, so setzen wir ia und bezeichnen 
) 
Lu 
die Wurzeln der Gleichungen 


He) 0 md ra) — 0 


beziehungsweise init 


DA 5] 2,9 SLR 
und 

UR 2 " 

AE) 9 DUE] rh oii} 


Dann ist 


a! sl ^ E er E 
X — 2j + 2, + eee + 2) — 2, — 2 —... —2,. 
Bringt man das Restglied in (9) auf die Form 


[a + m) am f(z + m) 








so geht aus $ 2 meiner oben eitirten Arbeit hervor, dass der erste Factor 
rechter Hand für wachsendes m sich der endlichen Grenze 


a" m” Mar aller za) LC) 


line ere - set aM 
m=o F(Z)T(z + 1)...¥@ + m — 1) EIN >!) 








nähert. Da der reelle Theil von z grösser als A vorausgesetzt wird, wo 
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A die in § 1 bestimmte Zahl bedeutet, so giebt es offenbar eine positive 


Constante 4, welche die Bedingung 


| ya’ | <A 


erfüllt, wenn x auf das Intervall o...1 beschränkt ist. In Folge eines 


bekannten Satzes aus der Theorie der bestimmten Integrale ist daher 


1 1 
a7 E ; A 
|f(@ + m)| < [lye |n SA | gm) +, 
WL 
; Ü 
Hieraus ergiebt sich 
poe | al | 
Ss 2 417, 
m X > x41 
(t VL n. 


Da unserer Annahme nach der reelle Theil von x > — 1 ist, so erhellt 
hieraus, dass das Restglied in (9) für wachsendes m sich der Grenze 
Null nähert. 

Hiermit ist nun unter den oben erwähnten Voraussetzungen dargethan, 
nicht nur dass die Reihe 


4 L 





Le r(z)r(z + 1)... (a + v) 


wenigstens für diejenigen. Werthe von z, für welche das Integral eine 


bestimmte. Dedeutung hat, eine convergirende ist, sondern auch dass 


= R(z + v) 
(1c | PA RR, SEE em!) 
y) yx "da Daran, Teena 2») 


Der Conyergenzbereich der rechten Seite von (10) ist nicht wie 
jener Bereich, in dem die linke Seite einen bestimmten Sinn hat, ein 
beschränkter. Es kann unter den oben gemachten Voraussetzungen be- 
wiesen werden, dass diese Reihe immer convergirt, wenn nur z von den 
Wurzeln der Gleichungen 


Yr, (2 - ») = O ZUR DAS) 


verschieden ist. Nehmen wir zunächst an, es sel | a, | > | ^, |. so nähert 
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sich offenbar der Quotient eines Gliedes der Reihe durch das vorherge- 
hende, d. h. die Grösse - 
\ - R(z + m) r,(2 + m) 

hea) r(z- m)” 





wenn m ohne Ende wächst, einer Grenze, deren absoluter Betrag kleiner 
als ı ist, und es ergiebt sich leicht, dass die Reihe in der Nähe jeder 
von den Wurzeln der genannten Gleichungen verschiedenen Stelle un- 
bedingt und gleichmässig convergirt. Ist ferner |a,| = |^,|, so ent- 


wickeln wir den obigen Quotienten nach positiven Potenzen von — und 
m 


erhalten nach einer einfachen Rechnung 
> 
R(z + m) r,(z + m) 
R(z + m— 1) r,(z + m) 








nn — 7 c \ 
I 


= alı +: SEE RR 


m m / 


wo k die Gradzahl des Zählers von R(z) und e, c,, ... von m unab- 
hängige Grössen bezeichnen. Weil % höchstens gleich » — 1 und der reelle 
Theil von x grösser als — ı ist, so ist der reelle Theil von k—n— z 
jedenfalls negativ. Da die Grösse a, deren absoluter Betrag gleich ı ist, 
von der Einheit verschieden ist, so sind nach einem bekannten Satze für 
die Reihe (10) die hinreichenden Convergenzbedingungen erfüllt. 

In meiner Arbeit Zur Theorie der Gammafunction bin ich, von der 
Gammafunetion ausgehend, auf einem anderen Wege zu Reihen der Form 
(10) gekommen, indem gewisse anfangs durch Partialbruchreihen dar- 
gestellte Functionen auf diese Form gebracht wurden. Stellt man die 
Ergebnisse dieser Arbeit mit dem Obigen zusammen, so erhellt, dass eine 
grosse Anzahl bestimmter Integrale auf jene Functionen zurückgeführt 
werden kann. Zwischen der Differentialgleichung 


(a, De byz ym Sr (a, > b,x) x" a AE CCC + (a, Ex b,x)y 0 


einerseits und der Gammafunction andererseits ergiebt sich zugleich ein 
interessanter. Zusammenhang, der aus der folgenden Darstellung hervor- 
gehen wird. Fassen wir zunächst den Fall, wo |«a,| > |^, | ist, vorzugs- 
weise ins Auge, so kann dieser Zusammenhang in aller Kürze folgender- 


massen angegeben werden. 
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Bezeichnet man mit 5b die erste der Grössen b,, bi, ..., b,, die 


n 


nicht gleich Null ist, und setzt 


p) 





F(e + 1) = r(z)F(z) 


genügende Function. Diese Gleichung kann als ein Specialfall von (8) 
aufgefasst werden. Dem Mirrac-Lrrrier’schen Satze gemäss setze man 
nun 


F(z) = P(e) + Q(z); 


wo P(z) eine Partialbruchreihe und @(z) eine beständig convergirende 
Potenzreihe bezeichnet. In der oben genannten Arbeit ist gezeigt worden, 
dass P(z) einer Differenzengleichung der Form (8) Genüge leistet. Anderer- 
seits überzeugt man sich ohne Schwierigkeit, wenn man die Abhängigkeit 
der rationalen Function R(z) von yj, yi, ..., y!” beachtet, dass es unter 
den particulären Integralen der obigen Differentialgleichung eines und 


zwar nur ein einziges 7 giebt, für welches die durch 


definirte Function f(z) dieselbe Differenzengleichung genügt wie P(2). 
Da die beiden Functionen P(z) und f(z) ausserdem die Bedingung 
imP@+m = o = limf(z + m) 
Th — m= a 
erfüllen, so folgt leicht aus den früheren Betrachtungen, dass sie im 
ganzen Gültigkeitsbereich des Integrals übereinstimmen müssen. Es giebt 
somit ein partieuläres Integral 7 der Differentialgleichung (1), für welches 
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Die beständig convergirende Potenzreihe Q(z) genügt auch einer Dif- 
ferenzengleichung der Form (8). Dass dieselbe, sowie auch die Function 
F(z), mit Hülfe eines particulären Integrals der Differentialgleichung (1) 
auf die Form eines bestimmten Integrals gebracht werden kann, wollen 
wir im Folgenden für einen ziemlich umfassenden Fall nachweisen. 

3. Es soll nunmehr vorausgesetzt werden, dass a, und à, beide von 
Null verschieden sind. Die zum singulären Punkte 


der Differentialgleichung (1) gehórige determinirende Fundamentalgleichung 
lautet 


ple — 1) --- (o — n + 2o -- x + 1 © 


Das zur Wurzel p = — x — 1 gehörige Integral, welches im Folgenden 
mit y bezeichnet wird, ist nun besonders bemerkenswerth. Der obigen 
Voraussetzung fiigen wir nun noch die Bedingung hinzu, dass der reelle 
Theil von x kleiner als —n sein soll. Es sind alsdann die Werthe 


welche 7, z', ..., 7”? für x =a annehmen, alle gleich Null, und das 
Integral 


(11) FO = facte 


hat sicher eine bestimmte Bedeutung, wenn der reelle Theil von z ordsser 


= 


ist als eine gewisse reelle Zahl 2, die von den Wurzeln der zum singu- 


laren Puncte x — o gehorigen Fundamentaleleichune abhàneie ist. 
= fe o eo [on 
Da. 9. ---,; 4") gleich Null sind, so folet durch wiederholte 


theilweise Integration 


a 


far ar = (—rye(z— 1)... (2 — y + 1) fre nn on 


Acta mathematica, 9. Imprimé le 22 Novembre 1886. 19 
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Mit Hilfe dieser Formel folgert man nun aus der Gleichung 


a 
f. gy? + @, cxi» > + 2. an) de 


0 


a 


= (=, oy + bay") +... + by) da 


ganz so wie in $ 1, dass f(z) der linearen Differenzengleichung 


r, (2)fle + 1) =x, (2) (2) 
oder 


fe + 1) = r(z)f(z) 


Genüge leistet, wo r,(z) und r,(z) durch die Gleichungen (6) und (7 
D 1 D / 


0 
bestimmt sind. 


Setzt man 








I2 F(z tn: L.C ROUE Ga)ie ss AA ) 
12) (2) Le — z)I@— 2)... I@— 24) 


so ist F(z) eine Function, welche ebenfalls die Gleichung 


F(z - 1) =r) Fe) 


befriedigt. Es soll nun gezeigt werden, dass sich f(z) und F(z) nur 
durch einen constanten Factor von einander unterscheiden kónnen. 

Das bestimmte Integral f(z) hat folgende Eigenschaften: 

I. Die Gleichung f(z + 1) = r(z)f(z) besteht für alle Werthe von 
z, für die das Integral einen bestimmten Sinn hat. 

IL Man kann eine reelle Zahl x so annehmen, dass sie in alge- 
braischem Sinne grösser als der reelle Theil einer jeden der Grössen 
25, 2 z, ist, und dass f(z) in der Nähe jeder Stelle, = ¢-+ 26”, 


19 “99 eee Mg 
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für welche a < £ X a + 1 ist, in eine nach positiven ganzzahligen Poten- 
zen von z— 2, fortschreitende Reihe entwickelbar ist. Das letztere ist die 
Folge eines bekannten Satzes aus der Theorie der bestimmten Integrale. ' 

. III. In dem soeben erwähnten Bereiche von z kann der absolute 
Betrag von a-*f(z) nicht über eine gewisse endliche Grenze wachsen. Es 
ist nämlich, wenn man x — at setzt, 1 


a 1 


A (rnm (na de = (nt dé 


0 0 


und ¢ eine reelle Veränderliche, woraus sich die Richtigkeit der Behauptung 
sofort ergiebt. 

Betrachten wir jetzt die Function F(2z), so ist unmittelbar ersichtlich, 
dass sie die Eigenschaften I und II besitzt. Mit Hülfe des analytischen 
Ausdruckes der Gammafunction findet man ohne besondere Schwierigkeit, 
dass F(z) auch die Bedingung III erfüllt. 

Nun habe ich mich von der Richtigkeit des folgenden Satzes über- 
zeugt, der übrigens nur ein Speciaifall eines viel allgemeineren ist. 

Es giebt, abgesehen von einem constanten Factor, nur eine einzige ana- 
lytische Function, welche die Gleichung F(z + 1) = r(2)F(z) befriedigt und 
ausserdem die unter II und III erwähnten Eigenschaften besitzt, und zwar 
ist diese Function identisch mit 








RPC Salz: DER 
(13) qi i =O. fet da 
T(z — a) I(2— 2)... I\2 — 25) 4 


für alle Werthe von 2, für welche das Integral einen bestimmten Sinn hat. 
Durch diese allgemeine und, so viel ich’ weiss, neue Gleichung wird 
eine grosse Menge bestimmter Integrale auf die Gammafunction zurück- 
geführt. 
! Siehe SCHEEFFER, Zur Theorie der Functionen ['(z), P(z), Q(z), CnELLES Jour- 
nal, Bd. 97, S. 237. 
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In der Theorie der bestimmten Integrale hat bekanntlich die Gamma- 
function eine grosse Anwendung. Es sind besonders die Gleichungen 


T(z) ^ ^ 
(14) Iden re 
S eT J 
0 
D) : 
" (2)£ (a) eia a 
(15) —— | a 1(1 —2)*"'dz, 


Tiere a) . 


welche sehr oft benutzt werden. Deswegen und weil die Gleichung (15) 
nur ein Specialfall von (13) ist, gewinnt diese allgemeinere Gleichung ein 
besonderes Interesse. 

Ich behalte mir vor bei einer anderen Gelegenheit zu zeigen, dass 
die Gleichung (14) in ähnlicher Weise wie (15) verallgemeinert werden 
kann. 

Die Potenzen des Eurerschen Integrals erster Gattung können nun 
beispielsweise in der Form eines bestimmten Integrals ausgedruckt werden. 


Setzt man nàmlich 





= — ee — Oh ey te — ae 








so wird 


(a) F(a) i aie Y x ,z—1 + 
( I'(z + a) ) ae | NA dx, 


wo x die folgende Differentialgleichung befriedigt 


d d d d d d 


a 


% We ie M ——— ee Lie LP CO EZ 4 
dx de Ae’, da dz da 


3 e 


y. 


Die Anzahl der bezeichneten Differentiationen ist auf beiden Seiten gleich n. 
Nimmt man an, es sei « eine positive ganze Zahl, so erhält man eine 
Verallgemeinerung der Gleichung 


IN (AT) 


a(2 + D + a — 1) Me 
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Durch eine geeignete Specialisirung von (13) erhalt man ferner die 
Gleichung S 
I End Ceo sa ES) 
I'(z — a tr 1)l(z—f-41) 





1 


E C.J F(yr—a,r—f,ry—4—-41,1—zxy(1— x) “fx "dx, 
0 
wo F die hypergeometrische Reihe bezeichnet. 
Ist & von 1 verschieden, so kann offenbar die oben betrachtete Func- 
tion F(z) folgendermassen als Summe zweier Integrale dargestellt werden 


(16) F(z) = [| na" dz = (yo ‘dx + (me dz, 


wobei 7 statt C. 7 geschrieben ist. Setzen wir * 


E a | 9x dx, 
1 
so hat das Integral Q(z) für jeden Werth von z eine bestimmte Be- 
deutung und kann in Folge eines schon früher benutzten Satzes in der 
Nahe jeder endlichen Stelle z, nach positiven ganzzahligen Potenzen von 
entwickelt werden. Sie hat mithin den Charakter einer ganzen 


2 — 2, 
Function und kann daher in eine beständig convergirende Potenzreihe 
entwickelt werden. Nach § 1 betriedigt P(z) eine Differenzengleichung 
der Form 

P(z + 1) = r(z)P(z) — R(2), 
und mithin Q(z) = F(z) — P(z) die Gleichung 
(17) Q(z + 1) = r(z) Q(z) + R(z). 


In der Umgebung von x = o kann das Integral 7 durch eine Summe 
von Reihen der Form 


y, = a^ Z [C [C^ + C? logz +... + C,(logz)]z', 
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dargestellt werden, wo o eine Wurzel der zum singulären Punkte x = o 
gehörigen Fundamentalgleichung bedeutet. Diese Reihen convergiren be- 
kanntlich innerhalb eines Kreises mit dem Mittelpunkte zx = o und dem 


(t vo zu 

|. Ist nun |«| > 1, so kann offenbar der Ausdruck 2777, 
à 
0 


mit Hilfe der Formel 


Radius le] - 





1 


, ESSA 0) oe n MAE E -— 
| æ° ‘(log a)" ldy = E ed —— (as 25) 


0 
gliedweise integrirt werden, und es ergiebt sich dann eine gewöhnliche 
Partialbruchreihe der Form 


C2 


(18) >| 


RAM det 
SN? Inia (GeO =i) MEZ eye ap ys 


(2) ») e» \ 
Ay Ay A 


welche immer convergirt, wenn z von den Grössen 


verschieden ist. Das Integral P(z) kann mithin in der Form einer Summe 


TS 
<> 
log 

1 
we 


— —— Y 
p » 


von Partialbruchreihen der Gestalt (18) ausgedruckt werden. Hiermit 
vergleiche man $ 5 meiner früher erwähnten Abhandlung. 

Auch im. Falle la, | = |^, | ist, wie ich hier nicht nàher ausführen 
will, die gliedweise Integration erlaubt, wenn x die oben festgesetzte Be- 
dingung erfüllt. Diese Bedingung ist übrigens für eine solche Integration, 
wenn auch hinreichend, bei weitem nicht immer nothwendig. Es soll bei 
dieser Gelegenheit auch nicht näher erörtert werden, ob diese Bedingung 
für die übrigen in diesem $ dargestellten Resultate nothwendig sei. In 
der That kann ich gegenwärtig keinenfalls eine vollständige Darstellung 
des Gegenstandes dieser Arbeit beabsichtigen, weil eine solche Darstellung 
von einigen allgemeinen, auf Gammafunetionen sich beziehenden Sätzen 
vorausgegangen werden muss, die sich nicht in früheren Arbeiten finden 
dürften, wenn man von einigen ganz speciellen, von ScnEEFrER  bewie- 
senen absieht. In der nächsten Zeit werde ich eine Arbeit veröffentlichen, 
wo ich den Gegenstand meiner früheren und der vorliegenden Abhand- 
lung in einer vollständigeren Gestalt darzustellen beabsichtige. 


' Zur Theorie der Functionen 1'(z), P(z), Q(z), CnELLES Journal, Bd. 97. 
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4. Ist b, von Null verschieden, so kónnen die Integrale y der Dif- 
ferentialgleichung (1) in der Umgebung von z — co durch eine Summe 
von Reihen der Form 


dargestellt werden, wo o eine Wurzel der zum singulären Punkte x — co 
gehörigen Fundamentalgleichung bedeutet. Bezeichnet man wie früher 
die Wurzeln der Gleichung r,(z) = o mit 2, 2, ..., 2,, so sind nach 
$ı23+1,3+1,..., 2, + 1 die Wurzeln der genannten Fundamen- 


talgleichung. Ist nun der singuläre Punkt x = ;* — a von 1 verschieden, 
was in diesem $ angenommen wird, so ist, damit das Integral 


oo 


(19) g(z) = EZ lam 


einen bestimmten Werth habe, nach dem gesagten im Allgemeinen erforder- 
lich und immer hinreichend, dass der reelle Theil von z in algebraischem 
Sinne kleiner als die reelle Zahl y sei, womit der kleinste unter den 
reellen Theilen von z; + 1, 3+ 1, ..., 2, + 1 bezeichnet wird. 

In $ 1 ist gezeigt worden, dass das Integral 


1 
(20) f(2) ur da 
die Gleichung 


(21) r,(2)f( + 1) = x, (z)f(2) — R(2) 


befriedigt. In ganz ähnlicher Weise findet man jetzt, dass g(z) der 
Gleichung 


(22) r(z)g(z + 1) = r,(2)g(z) + R(2) 


Genüge leistet. “Die ganzen Functionen r,(z) und r,(z) sind durch die 
Gleichungen (6) und (7) bestimmt. Die ganze Function R(z) ist auch in 
den beiden Gleichungen (21) und (22) dieselbe, wenn y in (19) und (20) 
dasselbe Integral bezeichnet, was im Folgenden angenommen wird. 
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Setzt man wie früher in § 2 


mo) 
en) p 


1 


r(2), 
so folgt aus (22) 

(23) g(z + 1) = r(z)g(z) + R(z) 
und durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung 


(24) g(z) = Re — 1) + r(z — 1) R2 — 2) + .. 
) 


3 
+ r(z — 1)r(z— 2)... r(z — m)g(z — m). 


Es sei nun für einen Augenblick entweder |«,| — |^,| oder |«,| — |/, |, 
und im letzten Falle der reelle Theil von 


b a : 7 ; 
2 cS EWR, = 2 + DOO 2, — 2 Does 
0 0 
in algebraischem Sinne grösser als — ı, so kann bewiesen werden, dass 


das Restglied in (24) für wachsendes m sich der Grenze Null nähert. 
Dies ist, wenn [a,| — |^,| ist, unmittelbar ersichtlich; denn das Product 


r(2 — 1)r(¢— 2)... r(z — m) 


wird alsdann mit wachsendem unendlich klein, was offenbar auch mit 
q(z— m) der Fall ist. Ist |a,| — |5,|, so bringen wir das Restglied in 
(24) auf die Form 





2)...r(z — m)g(z — m) 


= am re — 1)r(z — 2)... r(z — m)-——— —. 


Aus § 2 meiner früheren Abhandlung ergiebt sich, dass der erste Factor 
rechter Hand für wachsendes m sich der endlichen Grenze 


lim a~"m* r(z — 1)r(2 — 2)... r(e — m) 


man 


"OUR +2 E Le ne ra + Zn — 2) 
- Tu +2 —9l(ı +2, —2)... [b+ a —2) 
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nähert. Da der reelle Theil von z kleiner als die oben genannte Zahl p, 
vorauszusetzen ist, so giebt es offenbar eine positive Constante A, welche 
die Bedingung 


lux] < À 
erfüllt, wenn x auf das Intervall ı...co beschränkt ist. In Folge eines 


Satzes aus der Theorie der bestimmten Integrale ist dann 


ao 
a6 








LJ 
à > Ape meek da: SE A 
ls — m)| < f [y |e dz < A | Sabi cu 
1 
und mithin 
[a (z — m) A 
am mx +1 
Da unserer Annahme nach der reelle Theil von x > — 1 ist, so folgt 


hieraus dass das Restglied in (24) für wachsendes m sich der Grenze o 
nähert. Hiermit ist nun unter den oben erwähnten Voraussetzungen nach- 
gewiesen, nicht nur dass die Reihe 


7 


R(2— 1) + Ire— )r(2— 2)...r(z — » + 1)R(z— v) 


wenigstens für diejenigen Werthe von z, für welche das Integral eine 
Bedeutung hat, eine convergirende ist, sondern auch dass 


ac 


(25)  [ya? dx = R(e— 1) + Xir(e — 1)r(z — 2)... r(« —» + 1)R(e — »). 


t 


1 


In ähnlicher Weise wie in $ 2 wird gezeigt, dass der Convergenzbereich 
dieser Reihe nicht, wie der Bereich von z in dem das Integral einen be- 
stimmten Sinn hat, ein beschrankter ist. 

Die beiden Integrale (19) und (20) haben im Allgemeinen nicht 
gleichzeitig eine bestimmte Bedeutung. Damit dies der Fall sei, müssen 
die Wurzeln der zu den singulären Punkten x — o und » = co gehörigen 
Fundamentalgleichungen eine gewisse Bedingung erfüllen. Bezeichnet À 
den in algebraischem Sinne grössten Werth, den der reelle Theil einer 
Wurzel der Gleichung r,(z) = o haben kann, so hat das Integral (20) 
eine bestimmte Bedeutung, wenn der reelle Theil von z > À ist. Das 
Integral (19) hat auch eine bestimmte Bedeutung, wenn der reelle Theil 
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- 


von z < y ist, wo- p die oben angegebene Zahl bezeichnet. Ist also À < y, 
so haben diese Integrale gleichzeitig cine bestimmte Bedeutung, wenn der 
reelle Theil von z= €+ if’ die Bedingung 


(26) INCA GG 


erfüllt. In dem durch (26) charakterisirten Bereich von z stimmt als- 
dann das Integral 


Ez 1 L 


[ya dr = [ye de + [ur ‘dx 


0 0 1 


TES 
to 

I 

D, 


mit einer analytischen Function ®(z) überein, die in Folge von (21) und 
(22) die Eigenschaft 


D(z + 1) — r(z)9(z) 


besitzt. Bezeichnet also 7(z) die durch (12) definirte Function, so kann 
O(z) = e(z)F(z) 

gesetzt werden, wo @(z) eine periodische Function bezeichnet, die ich bei 
einer anderen Gelegenheit bestimmen werde. 

Ist |a,| — |5,| und der reelle Theil von x > — 1, so convergiren 

die Reihen (10) und (25) gleichzeitig. Setzt man unter dieser Annahme 


* 


(28) dz) =Y gc + R(z— 1) 


—r(z)r(z + 1)... r(2 # m) 


Pre x)r(z = 2)n. ra ps 1) Rem), 
yz1 
so ist (2) eine analytische Function mit der Eigenschaft 
D(z + 1) = r(z) 9(z). 


Diese Function kann offenbar auf die Form (27) gebracht werden, wenn 
die Bedingung À — f < y erfüllt ist. 
5. Nunmehr betrachten wir das Integral 


(29) g(z) = go: Vda, 


Uber einen Zusammenhang zwischen Differential. und Differenzenzleichungen. 155 


wo 7 dieselbe Bedeutung hat wie in $ 3. Der Einfachheit halber wird 
angenommen, dass das Integral làngs einer Geraden erstreckt ist, deren 
Verlängerung durch den Origo geht. Wenn der reelle Theil von x < — » 
ist, so sind die Werthe, welche 7, 7’, ..., 7"? für x =a annehmen, 
ale gleich Null. Hieraus folgt nun leicht, dass g(z) der Differenzen- 


gleichung 
(30) g(z + 1) = r(z)g(z) 


Genüge leistet. 

Das Integral g(z) hat ur Eigenschaften. 

I. Die Gleichung g(z + 1) = r(z)g(z) besteht für alle Werthe von 
2, für die das Integral einen dnd. Sinn hat. 

IL Man kann eine reelle Zahl «+ 1 so annehmen, dass sie in al- 
rebraischem . Sinne kleiner als der reelle Theil einer jeden der Grössen 
iE 1, + 1, ..., 4 +1 ist, und dass g(z) in der Nähe jeder Stelle 
& = +", für welche a X fX a+ 1 ist, in eine nach positiven ganz- 
zahligen peloton von 2— 4, fortschreitende Reihe entwickelt werden 
kann. (Vergl. $ 3, II) 

III. In dem soeben erwähnten Bereiche von z kann der absolute 
Betrag von a ‘g(z) nicht über eine gewisse endliche Grenze wachsen. Es 


08 


Qu 


ist nämlich, wenn man x = at setzt, 


ac ac 


a-^g(z)— a7 fi dr = ch 


a 1 


und ¢ eine reelle Veränderliche, woraus sich die Richtigkeit der Be- 
hauptung ergiebt. 
Betrachtet man die Function 


à aa pnmo otn m 
Gaz) — a; — — 0 0, 2 === 


Va + a — 2) 1x +2 SURE. 


so erhellt leicht, dass sie die Eigenschaften I und II besitzt. Mit Hiilfe 
des bekannten analytischen Ausdruckes der Gammafunction überzeugt 
man sich, dass G(z) auch die Bedingung III erfüllt. Es gilt nun fol- 


gender Satz, der aus dem entsprechenden in $ 3 abgeleitet werden kann, 
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Es giebt, abgesehen von einem constanten Factor, nur eine einzige- ana- 
lytische Function, welche die Gleichung G(z + 1) = r(z)G(z) befriedigt und 
ausserdem die unter II und IIT bezeichneten Eigenschaften besitzt, und zwar 
ist diese Function identisch mit G(z). 

In Folge dieses Satzes ist 
at I n 2 PO + 2 — 2)... P m — 9) ee [ar dx. 
Mi + a —2)0 4-29 — 2)... Mt +2 — 2) 


— 

Q3 
= 

m 


Die in $ 3 betrachtete Function F(z) ist mit G(z) mittelst der 
Gleichung 








in z(z — #1) Sin z(z — 2)... sin z(z — 2,) 
(32) G(z) an Te) ES A) SI z(z — : TERES (CE 


Sin z(z — 21) Sin z(2 — 2: 





verbunden. 
6. Im Vorigen haben wir die Integrale 


a ao 


4 ,2£—1 ^ fe né— 1 3 UP Qt 
(33) far da, In Ux. a. 
0 a Û 
nur für den Fall betrachtet, wo y dem zur Wurzel p = — x — 1 der 


Fundamentalgleichung 


p(p— 1)...o—nr+2)ptx+1)=o 


gehörigen Integrale 7 gleich ist. Aus dieser Fundamentalgleichung und 
aus der allgemeinen Form der Integrale der Differentialgleichung (1) für 
die Umgebung von x = o und 2 = cc erhellt sofort, dass das erste Integral 
für hinreichend grosse und das zweite für hinreichend kleine Werthe des 
reellen Theiles von z eine bestimmte Bedeutung hat, wenn y irgend eine 
lineare Function der zu den Wurzeln p — o, 1, 2,...,n— 2 gehórigen 
Integrale bezeichnet. 

Durch die Substitution «= at gehen die Integrale (33) in die fol- 
genden über 


a » 


1 oc 
[ya de = af Sd Just dz a fut ‘dt, 
0 1 


0 a 


wo y, wenn / als unabhängige Veränderliche betrachtet wird, eine Dif- 
ferentialgleichung befriedigt, die ebenfalls die allgemeine Form (1) hat, 
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für die aber der Punkt {= 1 ein singulärer ist. Es darf daher ange- 
nommen werden, dass a in den Integralen (33) gleich 1 ist. 

Bezeichnet nun y eine lineare Function der zu den Wurzeln p = 0, 1,2, 
e, n — 2 gehörigen Integrale, so hat das bestimmte Integral 


1 


(34) f(2) = {yada 

0 
einen endlichen Werth, wenn der reelle Theil von z > À ist, wo À die 
früher angegebene Zahl bedeutet. In Folge dessen, was in $ 1 dargestellt 
ist, genügt f(z) der Gleichung 


r,(z)f(e + 1) = r.(z)f() — R(): 


Wenn man die Bildungsweise der Coefficienten der ganzen Function R(z) 
beachtet, so ergiebt sich für den gegenwärtigen Fall (a, = 5,), dass R(z) 
höchstens (n — 2)" Grades sein kann. Nehmen wir jetzt an, es sei der 
reelle Theil von x > — 1, so ergiebt sich ganz so wie in § 2, dass f(z) 
durch die Reihe (ro) dargestellt werden kann. 

Ist der reelle Theil von z < p, wo y die in $ 4 definirte Zahl be- 
zeichnet, und werden die obigen Voraussetzungen festgehalten, so erhält 
man für 


(35) g(z) = fus dz 
1 


die Reihenentwickelung (25). 

In den Fällen, wo die bestimmten Integrale (34) und (35) nicht in 
Reihen der oben genannten Form entwickelt werden können, sind sie, wie 
ich hier nicht näher ausführen will, durch gewöhnliche Partialbruchreihen 
darstellbar, und zwar auch wenn y das allgemeine Integral bezeichnet. 

7. Die in der vorliegenden und in meiner früher erwähnten Arbeit 
entwickelten oder angedeuteten Sätze gehören zu einer sehr umfassenden 
Theorie, wo lineare Differenzengleichungen beliebiger Ordnung in Zusam- 
menhang mit linearen Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten 
in der vorhin angegebenen Weise untersucht werden können. Da die 
Gammafunction für die Theorie der linearen Differenzengleichungen von 
grosser Wichtigkeit ist, so wird sie, in Folge des innigen Zusammenhanges 
zwischen den linearen Differential. und Differenzengleichungen, auch in 
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der Theorie der linearen Difterentialgleichungen eine interessante und wich- 
tige Anwendung haben. Der Zweck der nachfolgenden Betrachtungen ist, 
das Gesagte etwas näher auseinanderzusetzen. 

Dass die Gammafunction auch in der Theorie der linearen Differen- 
zengleichungen höherer Ordnung in Betracht genommen werden muss, 
ergiebt sich folgenderweise. Bezeichnen r,,(2), ..., r,,(2) rationale Func- 
tionen, und setzt man, unter F\(z), ..., F,(z) verschiedene Functionen 
der Form 

a“ Ie — a). :. T@— a,)1 (ui = May: =») 
I(« —5)...T(s — bj) (fy 2)... TB — z) 
verstehend: 


T2) — esteem cameo) a) 

so ergeben sich die Gleichungen 
Fa) = m2) o) uas e) 
F(z- 1) = 7, (2) (2) +». Er, (2) s) 


F(2 + m) =r.(l2)Fıl2) +... + Lam (2) f), 


Wo rj(2), ..., r,,(2) rationale Functionen bezeichnen. Aus diesen Gleich- 
ungen folgt durch Elimination von F\(z),..., F,,(z) die homogene lineare 
Differenzengleichung m'" Ordnung 


(36) r,(z) F(z) + r(z)F(z + 1) +... 4 - r,(z) F(2 + m) =o. 

Es kann offenbar angenominen werden, dass r,(2), ..., r,(z) ganze ra- 
tionale Functionen bedeuten. Nach dem Mrrrac-LkrrrEn schen Satze kann 
Fl(z) auf die Form 

(37) F(z) = P(z) + Q(z) 


gebracht werden, wo P(z) eine Partialbruchreihe und (Q(z) eine beständig 
convergirende Potenzreihe bezeichnet. Stellt man die letzte Gleichung 


mit (1) zusammen, so folgt unmittelbar, dass P(z) der Gleichung 


(38 m(2)P(z) + r(z)P(s + 1) +... 4 r, (2) P(2 + m) = R(z) 


genügen muss, wo Z(z) eine ganze, rationale oder transcendente, Function 


o 
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bezeichnet. Aus den Gleichungen (36), (37) und (38) folgt sodann, dass 
Q(z) der Gleichung 


r,(z)P(z) + r(z) P(z + 1) -- ... a r,() P(e + m) = — R(z) 


Genüge leistet. Diese letzte Gleichung sagt natürlich nur in dem Falle 
etwas Bemerkenswerthes aus, wo sich R(z) auf eine rationale ganze Func- 
tion reducirt, was sehr oft der Fall ist. — Die beiden Functionen, P(z) 
und Q(z) können ebenso wie F(z), als eine Summe von Functionen, die 
lineare Differenzengleichungen erster Ordnung befriedigen, dargestellt wer- 
den. Setzt man nämlich 


YT, (2) F(z) = P,(2) + Q(z), QNS) 


wo P,(z) eine Partialbruchreihe und Q,(z) eine beständig convergirende 
Potenzreihe bezeichnet, so kann offenbar 


Bor PR EIU NS 
NE) = OOS EROR (a 


gesetzt werden, woraus sich die Richtigkeit der Behauptung ergiebt, da 
rj(z)F,(z), und somit auch P,(z) und @,(z),-eine lineare Differenzen- 
gleichung erster Ordnung befriedigt. 

Für die Integration linearer Differenzengleichungen hóherer Ordnung 
ist durch die obige Betrachtung sehr wenig geleistet, da wir dabei nicbt 
von einer beliebig gegebenen Differenzengleichung ausgegangen sind. Durch 
eine weitere Verfolgung der nachstehenden kurzen Andeutungen kann aber 
die Theorie der linearen Differenzengleichungen hóherer Ordnung in voll- 
stindiger Uebereinstimmung mit der Theorie. der Gleichungen erster Ord- 
nung entwickelt werden. 


Es sei 
(39) ro(z)f(z) + r(2)f(z + 1) +... + r,(2)f(z + m) = R(z) 
eine beliebige Differenzengleichung, wo r,(z2), ..., r,(z) bestimmte ganze 


rationale Funetionen bezeichnen, R(z) aber als eine unbestimmte ganze, 
rationale oder transcendente, Function betrachtet wird. Versucht man diese 
Gleichung durch eine Partialbruchreihe der Form 


Y" A? AD AY 
(40) fa) yt zl euer. PES | 


= Naz -—a--v»y (z — a + yy Z—a+y 


160 Hj. Mellin. 





zu befriedigen, so findet man zunächst, dass z= a eine p-fache Wurzel 
der Gleichung r,(z) = o sein muss. Ferner müssen die Constanten 4 den 
foleenden Gleichungen genügen: 


{ma — 1) AN” + ri(a — 1) A? = 


pe DA niin 049] Ina — 048 e nr AM = 9 
ln ) 
} 
To AT) 
ne (D FI [05] 
[r, (a 1) A‘ ar ge! Zi, 
(0) T s (= — (0) 
+ na — ı)A” +.. MU Mm Al Io 





r,(a—m + 1) AP p... + ru 4(@— m + 1) 4? —0 
[r,(a — m + 1) AN” + na — m + 1) AP] T... 
.+ [ne — m + 1)A®, Er, (a — m + 1) AP] = 0 


(qu—1) 
T5 (a — in 1) 
Era m +) A? chr. EE age sss 
P" ee ‘ 
(u-- 
( Im—1 (a —m 1) 
. + eaa — mr + 1) AM +...+ : « LR ES AQ m 


pt 


| n(@—v AP +... +7, (a—») AL” =0 


[la — ») AP, + ro, (a — v ) AC +... + [Pn (e — v) A? m, (a — v) Ay ze ee) 


u—1) 
(a) 


FAGEEDIE NE SERRES à AY urns 


[fj 
4 


(n--1) 
j Y y T; (al v) vor 
+ Ina —») AP op... + AN] =o 


(= m, m+1, m+2,.:.) 
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Es seien nun die Grössen r,(a — »), (v= 1, 2, 3, ...), der Einfach- 
heit halber von Null verschieden, so erhellt aus den obigen Gleichungen, 
dass zu der p-fachen Wurzel z = a der Gleichung r,(z) = o y von ein- 
ander linear unabhängige Partialbruchreihen der Form (40) gehören, welche 
die Differenzengleichung (39) wenigstens formell befriedigen. Die Constanten 
40, ..., AD des ersten Gliedes von f(z) können beliebig angenommen 
werden: die Constanten der folgenden Glieder erhalten nachher eindeutig 
bestimmte Werthe, die mit Hülfe der obigen Gleichungen als homogene 
lineare Functionen von A®, ..., AP? ausgedruckt werden können. 

Aus dem Beweise des MrrrAc-LrrrnEWw'schen Satzes geht hervor, dass 
die ganzen rationalen Functionen g,(z), ( — O, I, 2, ...), immer so ge- 
bildet werden kónnen, dass die Reihe 


cA Ae A9 e 
Sep c p——Em9)) 
o Va - v) Ems, 7 


gleiehmässig convergirt. Hieraus erhellt nun zwar leicht, dass man immer 
die Differenzengleichung (39) befriedigende Functionen bilden kann, wenn 
R(z) nur der Bedingung, eine ganze Function zu sein, unterworfen ist. 
Das grósste Interesse kommt indessen solchen Functionen zu, für welche 
die entsprechenden Functionen A(z) rational sind. Ein ziehmlich um- 
fassender Fall, wo man solche Functionen erhält, soll hier angegeben 
werden. Bezeichnet man mit » die positive ganze Zahl, welche die über- 
haupt höchste in irgend einer der Coefficienten r,(z), .... r,(z) vorkom- 
mende Potenz von z angiebt, und setzt man 


(2) = oa Lana... 
n(z)-—cz-4-472'-c...-cT0 


aN Om, on (m) „n—1 Gn) 
EL s + Ci € ee Set , 


so ist die Reihe (40), wie auch die Constanten A des ersten Gliedes ange- 
nommen werden, gleichmässig convergent, wenn jede Wurzel der Gleichung 


(41) e -E cg. n + EM a —o 


dem absoluten Betrage nach grösser als ı ist. — Die Richtigkeit dieses 
Satzes ergiebt sich am einfachsten aus den Betrachtungen, welche im 
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Folgenden über lineare Differentialgleichungen angestellt werden. — In 
diesem Falle gehören also zu jeder p-fachen Wurzel z = a der Gleichung 
r,(2) = © p von einander linear unabhängige, die Differenzengleichung (39) 
befriedigende Partialbruchreihen der Form (40), durch welche jede andere 
zu derselben Wurzel gehörige Reihe als homogene lineare Function aus- 
gedruekt werden kann. Jede homogene lineare Function von diesen zu 
derselben oder zu verschiedenen Wurzeln der Gleichung r,(z) — o ge- 
hórigen Reihen befriedigt offenbar auch die Differenzengleichung (39). Dass 
die ganze Function R(z), welche von der jedesmal in Betracht genoin- 
menen Function abhàngig ist, rational sein muss, geht auch in ziemlich 
einfacher Weise hervor. — Es ist zu bemerken, dass die obige auf die 
Wurzeln der Gleichung (41) sich beziehende Voraussetzung für die Con- 
vergenz der erhaltenen Partialbruchreihen (40) nicht immer nothwendig ist. 
Die soeben betrachteten Functionen können auch auf eine andere 
Form gebracht werden. Setzt man nämlich 
Tn(Z) R(z) 


T RE acc x 2) 


I" / To ( 2) : ri (z 





so kónnen sie, wie ich hier nicht nàher ausführen will, durch die Reihe 


(42) X¢,(z) 


dargestellt werden, wenn man die rationalen Functionen ¢ mit Hilfe der 
folgenden Gleichungen bestimmt: 


Cia) a — (2) 


4 


e, (2) = R,(: 2) eve 2+ 1) 
Cy (2) = R,(z)¢,(2 + 1) + R,(z) cz Sr 2) 


7 € 5l 2) = IY R, (2 « 1) €m a E Ij AF R, (2) e. (2 Mm 2 Aetas TE R, (2 2) ev(e zB n) 


. . . . . . . H 


¢(z) = R(z)g,..(2 + 1) + R.(2)e, oz + 2) +... + R, (e) e, (e + m) 


. . . . . . . . . . H . . H . E . . . . . H . . 
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Ein specieller Fall der obigen Reihe (42) ist die in § 2 betraclitete Reihe 


Y ua eu 
r(z (z + I)...r(z + v) 


y=0 


Auf Grund der vorhergehenden Betrachtungen muss angenommen 
werden, dass auch zwischen den linearen Differenzengleichungen hóherer- 
Ordnung und den linearen Differentialgleichungen mit rationalen Coef- 
ficienten ein demjenigen ähnlicher Zusammenhang stattfindet, der früher 
zwischen den linearen Differenzengleichungen erster Ordnung und den 
Differentialgleichungen der Form (1) nachgewiesen ist. Die Richtigkeit 
dieser Annahme bestätigt sich vollständig, wenn man die lineare Differen- 
tialgleichung | 


Dan + aped... apcty 
(43) oat (ap Hm... eye” 
Aa | COTO DT Laat at ee ES 
+ (af? p ax +... + aay = o 


zum Ausgangspunkt der Untersuchungen wählt. Ist aj von Null ver- 
schieden, so haben die Integrale dieser Differentialgleichung die Eigenschaft, 
mit einer passenden Potenz von x» multiplicirt, in der Umgebung von 

=o endlich zu bleiben. - Bezeichnet also y ein Integral der Differential- 


gleichung, so hat das bestimmte Integral | 
: 
(44) f(z) — f ya? da 


0 


für hinreichend grosse Werthe des reellen Theiles von 2, sicher einen be- 
stimmten endlichen Werth, wenn die Wurzeln der Gleichung 


(43) d + aa +... + apo" — 0, 


und somit die singulären Punkte der Differentialeleichung von 1 verschie- 
den sind. Durch eine Rechnung, die der in $ 1 angestellten ganz ähnlich 
ist, kann nun gezeigt werden, dass f(z) die folgende lineare Differenzen- 


ter 


gleichung m 


(46) ne) + ru(z)f(2 + 1) +... 4- r,(2)f(2 + m) = R(z), 


Ordnung befriedigt: 
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wo die Coefficienten durch die nachstehenden Gleichungen bestimmt sind: 
na) ZW a 2 Tire o M 1)..(z4- n — 1) 

D CHER ee 


. . . . . . . . B . . . . . . . 


r.(2)>= am —al (2 + ts + ..- (— M ac (z + m)(z + im + Me + m+ n-—1). 


Diese Functionen sind mithin von dem Integrale y unabhängig. Die Coef- 
ficienten der ganzen Function R(z), deren Gradzahl höchstens gleich n — 1 


ist, sind aber homogene lineare Functionen von den Werthen y, yi, y}, 


0—D für y = 1 annehmen. 


welche 9, 9', . «9 

Ist die Differenzengleichung (46), wo f(z) eine unbestimmte ganze 
Function (n — 1)*" Grades bezeichnet, gegeben, so ist leicht zu sehen, 
dass immer eine solche lineare Differentialgleichung der Form (43) gefunden 
werden kann, dass jede durch (44) definirte Function f(z) die gegebene 
Differenzengleichung befriedigt. Hierbei wird natürlich vorausgesetzt, dass 
die Integrale f(z) endliche Werthe haben, was wenigstens unter den oben 
erwähnten Bedingungen der Fall ist. 


: B ee nee À a. 
Die Integrale der Differentialgleichung (43), wo aj 


von Null verschie- 
den ist, können bekanntlich in der Umgebung von # =o durch eine 
Summe von Reihen der Form 

\ 


y, —2.[B? + BPloga + ... + BY (loga)" or 
ie : 


ausgedruckt werden, wo o eine Wurzel der zum singulàren Punkte x = o 
gehörigen Fundamentaleleichung bedeutet. Sind die Wurzeln der Gleichung 
(45) dem absoluten Betrage nach grösser als 1, so kann y,x° ^ zwischen 
den Grenzen o und 1 gliedweise integrirt werden. Dadurch ergiebt sich, 


wenn man die Formel 





5 . (— 112 
| x" (logz) dz = — 
; E 
benutzt, ein Resultat der Form 
1 
à Gm , AS ) AQ AS v) 
Lye do m = lie ol Ik 
Ws oo EV (Caro) e PATE @+p+ : yy 
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Hiermit vergleiche man den früher erwähnten Satz über die Convergenz 
von Partialbruchreihen, welche einer linearen Differenzengleichung genügen. 
Sind « und db zwei singuläre Stellen der Differentialgleichung (8), 


/n—1) 


an denen y, y', ..., y verschwinden, und setzt man entweder 


oder 


so ist f(z) in beiden Fallen eine Function, welche einer homogenen linearen 
Differenzengleichung genügt. — Mit Hilfe der Gammafunction kann die 
früher betrachtete Function F(z), wenigstens in gewissen Fallen, so zusam- 
mengesetzt werden, dass sie dieselbe Differenzengleichung genügt wie f(z). 
is liest daher sehr nahe anzunehmen, dass es eine ausserordentlich grosse 
Menge von bestimmten Integralen giebt, welche auf die &ammafunction 
zurückgeführt werden kann. Für die Richtigkeit dieser Annahme sprechen 
in der That alle im Vorhergehenden erhaltenen Resultate, besonders aber 
die Gleichungen (13) und (31). 
Dass die Gleichung 


HAE (nv da 


einen bestimmten Zusammenhang zwischen den linearen Differential- und 
Differenzengleichungen vermittelt, ist wohl zuerst von LapLace bemerkt 
worden’. In seiner Théorie analytique des probabilités wird von diesem 
Uinstande vielmals Gebrauch gemacht. 

Der in Frage stehende Zusammenhang ist auch der Gegenstand eines 
vor kurzer Zeit publieirten Aufsatzes des Herrn PINCHERLE *. 

In der Abhandlung Ueber die Integration der linearen Differential- 
3 


| gleichungen. durch Reihen” wendet Herr Frogextus eine Reihe G(x, p) an, 


mit deren Hülfe er die Integration der dort betrachteten Differential- 
Man siehe beispielsweise 2 21 in Livre premier seiner oben erwähnten Arbeit. 

* Sopra una trasformazione delle equazioni differenziali lineari in equaztoni lineari 
alle differenze, e viceversa. Nota del prof. S. PINCHERLE, letta al R. Istituto Lombardo 
nell’ adunanza del 17 giugno 1886. 

* ORELLES Journal; Bd. 76, S. 214. 


166 Hj. Mellin. 


gleichungen bewerkstelligt. Für den Fall wo die Coefficienten der Dif- 
ferentialgleichung ganze rationale Functionen sind, wird gezeigt, dass 
die Reihe G(x, 9), als Function von » betrachtet, eine lineare Differenzen- 
gleichung befriedigt. Ich halte es nicht für nöthig, den einfachen Zu- 
sammenhang zwischen dieser Reihe und den vorigen Untersuchungen näher 
auseinanderzusetzen. 

Ich bemerke schliesslich, dass die Gleichung 


(47) r,(2) (2) + mi(2)f(g2) +. rn ON (ge) Re) 


wo q eine Constante und r,(z), ..., r,(z), R(z) ganze rationale Func- 
tionen bezeichnen, in ähnlicher Weise untersucht werden kann wie die 
Differenzengleichung (46). Sie sind beide specielle Falle der Gleichung 


ro(2z)f(8^) + ri(2)/(8') + :.. + r,(2)f(9") = R(2), 


Wo 
az + f 5 / , jose 
M EE fu que a 8(8), EE N 3. 
72 + 0 3 
Mit Hülfe des aus der Theorie der elliptischen Functionen bekannten 
Productes 


- 


ITE EP ETE 


können specielle Functionen gebildet werden, welche eine Gleichung der 
‘or 7 ^] 1 1 
Form (47) befriedigen ’. 


* Vergl meine Abhandlung: En grupp af transcendenta funktioner, hvilka besitta 


egenskaper liknande den, som tillkommer det reciproka värdet af den oündliga produkten 
I(t + q'zZ, in Ofversigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Fórhandlingar 


1884, N:o 5, S. E25. 
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NOTE 


SUR UN DEVELOPPEMENT DE L’INTEGRALE 
fear 


PAR 


T. J. STIELTJES 


à PARIS. 


Lorsque la fonction f(x) devient infinie pour une valeur x — € 
comprise entre a et b, cette circonstance peut ôter toute signification 


précise a l’intégrale 
b 


f(x) de. 


Comme on sait, Cavcuy a introduit dans ce cas la considération de l’ex- 
, 

pression 

C—E£ bh 

[f(x)dax -— f f(z)dz. 

a che 
Il peut arriver que cette expression tend vers une limite déterminée 
lorsque la quantité positive & tend vers zéro, cette limite est alors appelée 
par Caucay la valeur principale de l'intégrale 


VD ‚[fa)dr = lim f(a) de + fF(x)ax. 


Cette extension de la conception d’une intégrale définie n'est pas 
généralement admise, on l'a souvent rejetée à cause de sa nature trop 
arbitraire ou artificielle. 
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Riemann, dans un mémoire célébre (Werke, p. 226) s'exprimait de 
la maniére suivante: 

»Dans certaines recherches particulières, d'autres déterminations de 
Caveny sur la conception d'une intégrale définie dans les cas où celle-ci 
n'existe pas d'après sa définition fondamentale, peuvent être utiles, mais 
elles ne sont pas généralement admises, leur nature trop arbitraire ne 
sy prétant guere d'ailleurs.» 

La valeur principale d'une intégrale étant une quantité nettement 
définie, il semble que l'admissibilité d'une telle idée doive dépendre 
surtout de l'utilité qu'elle peut avoir. Nous croyons que les développe- 
ments suivants montrent clairement, par un exemple, que les »recherches 
particulières» où la conception de Cavcny est de Ja plus grande utilité 
(ou plutót nécessaire, si nous ne nous trompons pas) ne manquent pas. 

1. Nous considérons la fonction: 


a 
g(a) = fear 
0 


et nous supposons la variable reelle et positive. 
On trouve facilement ce developpement: 


~ 


or rap I 3 ms | 
I r — ¢ z : 
) f v É [= "p AG a Sa’ a "ir a 





4 


UE Ru El En: 


La série est divergente, mais on peut regarder cette formule simple- 
ment comme une maniere symbolique d'exprimer que pour a — © on a 


lim ae "e (a) =-; 
. 3 —a? I I 
lima*|e *e(a) —— | =-; 
2 2a. 4 
etc. 


Nous rencontrerons dans la suite encore d'autres développements di- 
vergents, on devra toujours les interpréter d'une maniére analogue. 
Nous nous proposons maintenant d'étudier ce développement et de 


montrer comment il peut servir à l'évaluation de e(a). 
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2. Une intégration par parties donne - 
a? a 


g(a) = — + - Tips ?e* dy, 


ay 











ral I I.3...(2n — 3) 1.3...(2n— I) 5 Pr 
(2) e(a) = ie Tr 4a ipeum pn 2n—1 | is n fz THE da 


=F f 25 3 Es DOC SF 1 E I, 


dis Q5, ..., €, étant certaines constantes positives parfaitement détermi- 
nées, En effet, les fonctions qui figurent aux deux membres de (2) ont 
méme dérivée. Ces deux fonctions seront done identiques lorsqu'on 
pourra déterminer a, de maniére qu'elles soient égales pour une valeur 


n 


partieuliére de a. Or si l'on prend « positif mais assez petit pour que 





zen I I.3...(2n — 3) 
o(a e* | — „+... + So 
e ( ) < 24 ls Au” ta sr Bia | 2 
il est clair que la formule (2) determine une valeur unique de a, qui 
sera supérieure à cette valeur particuliere de a. 
Ces constantes d,, Q,, ..., a, vont toujours en augmentant, c'est ce 
qu'on voit en posant a — «,,, dans la relation 


a a2 a 


ones e 2n + I oe 
f» Be = + — fa Eb 
. (t 


An 7° anti 








3. Il est clair que si les constantes a,, a,, ... étaient connues, rien 
ne sopposerait plus à un usage légitime, du développement (1). Car 


supposons que a tombe entre a et a,, alors on aura évidemment 


n—1 
e (a) E ih gts T, SF 2 ee Ir i, 1? 
cc) mh na u, 


et on aura renfermé g(a) entre deux limites dont la difference est 7,. 
Il résulte de ce que nous trouverons plus tard que 7, est précisément 
le plus petit terme de la série 7, + T, +... ou le terme qui précède 
ce plus petit terme et qui en diffcre trés peu. 


La détermination des constantes a, a,,... est done le probléme 
2) l 


1? 
principal qui doit nous occuper. 
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r2 
t2 
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4. ll est évident d'abord que a, est la racine positive de l'équa- 
tion transcendante 
an 
(3) ea) =e [+t MEE] 
mais il nous semble à peu pres impossible de tirer de là des expressions 
qui pourraient nous être utiles. 

On peut mettre cette équation sous une autre forme plus avanta- 
geuse. Remarquons pour cela qu'en développant les deux membres de 
(2) suivant les puissances croissantes de a, on ne rencontre point de terme 
sans a dans le premier membre. Il doit en être de même dans le second 
membre, ce qui montre que a, est une racine de l’équation transcendante 


I 











an —2n41 + + an 2n+3 + I I 


ZA UT 2n — 3 102 2n—5 


aa po 


2n—1 


n multipliant par « et en posant a’? — t, a? sera donc une racine 


n 
positive de 


on 


ds 
(4) Dp 2m — Dm > 


Cette équation admet évidemment une seule racine positive, on montre 





aussi facilement que le premier membre est négatif pour = n, donc 


20 - 
aan. 


n 


Mais l'équation (4), pas plus que l'équation (3), ne semble nous pouvoir 
conduire à ce résultat que a; est susceptible d'un développement suivant 
les puissances descendantes de n: 





Far 68 1 BRO cn 
TE ^ 25515 n* 3444525 n° 





(5) a. = 


Ce développement, quoique divergent, n'en permet pas moins de 
caleuler les a, avec une grande approximation comme on le voit par ces 
quelques valeurs: 


n a) d'après (5) erreur 
I 0,85 402 0,85413 — 0,00011 
2 1,894365 1,894367 — 0,00002 


5 4,83737 67 4,937377 — 0,00000 09. 


7 
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Déja pour » — 3 l'erreur n'atteint plus une unité du cinquième ordre, 
et on peut considérer que notre but sera atteint, des que nous aurons 
établi le développement (5). 

Mais cela nous a été impossible en partant des expressions ana- 
lytiques que nous avons développées jusqu'ici, et nous avons dü suivre 
une autre vole. C’est précisément la valeur principale d'une certaine in- 
tégrale définie qui se présente ici, et il nous semble que, dans cette 
occasion, on pourrait difficilement atteindre le but d'une autre maniere. 


5. Supposons a > O alors on a: 


co 


> all?) 
(6) g(a) 5 —v.p. / E ila. 





On établira cette formule en montrant d'abord que pour a> o la de- 
rivée de l'expression au second membre est e", et ensuite que cette ex- 
pression devient infiniment petite en méme temps que a. Pour abréger 
nous omettons cette démonstration. 

Il est évident d'ailleurs que cette formule suppose bien a > Oo, car 
la fonction g(a) est impaire. Si l’on considère les valeurs imaginaires, 


on trouve que @ doit être de la forme re avec r o et —-<yo<+t-. 
aen 4 


En employant maintenant l'identité 


2n 
I 


I = I + T° + et ie x?" ? + = 


fr 





v 
7 
— x 


fie 
on a évidemment 


E 
I inate T dis I (215 — 1) 
- 2k 5a*(1— 2?) Ad ea n ZIEL eL À A 2 

USD ze € da = EN ae 
PA ( 


Vz 0 


a? 


On retrouve ainsi le developpement (1) mais avec cette nouvelle 


expression du terme complementaire: 





(7) R 


n 


I a iy 
— ——W gc | = Io madre 
Va I—a 


0 


En partant de cette formule on peut, aprés avoir posé 


(8) a=n+y 
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développer AR, suivant les puissances descendantes de », et lon obtient 
, ) I le P, 
(9) Pe [Use ane 
\ 2n 1 Ve 


où P, P,, P,, ... sont des polynómes en 7, P, étant du degré 2k + 1 


ee gee I 41 
T un“ 7j — — 9 
A 24 2160 





re. I7 was Ds I 157 

svi TUM Senn 
Ce développement est divergent mais nous avons dit déjà quel sens précis 
il faut y attacher. 

Pour la manière d'obtenir ce développement, nous devons renvoyer 
à une thése présentée à la "aculté des sciences de Paris, insérée dans les 
Annales scientifiques de l'Ecole Normale (3°" Série, Tome 3, 
1886, pag. 201—258). x 

On conclut de ce développement que Z sévanouit pour une valeur 
finie de z, dont on trouve le développement suivant les puissances descen- 
dantes de n égal à 








I at SNNT 68 I 
Oo VEG Massie E 
et comme nous avons posé a^ =n + 7, il en résulte 
5 I MET 
DU --+... 


C'est précisément le développement qu'il fallait obtenir. 
6. En considérant, ainsi que nous l'avons fait, la quantité a; comme 
racine de l'équation transcendante 


la restriction que x soit un nombre entier, devient inutile et l'on définit 
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ainsi une fonction continue de n. Il est certain aussi que le développe- 
ment obtenu donne une valeur fort approchée de cette fonction «; dés 
que n est un peu grand, sans étre nécessairement entier. 

Si lon regarde, au contraire, la maniere dont nous avons défini 
originairement la quantité a,, on voit d'abord que l'équation (3) n'a un 
sens que lorsque n est entier. Il n'est pas possible d'étendre cette dé- 
finition à d'autres valeurs. En regardant au contraire a, comme la ra- 
cine positive de l'équation (4) 


D 


c (2n — 2m — 1)|m 





on peut bien supposer n variable d'une maniere continue, mais la fonction 
a, qu'on définit ainsi, devient discontinue lorsque la variable est égale à 
la moitié d'un nombre impair. Il nous semble que ces circonstances 
rendent à peu prés impossible la déduction du développement (5) en 
partant directement des équations transcendantes (3) ou (4). 


7- Supposons quon alt y; << a, en sorte que 
DE SUE ES MEME 
g(a) « T+ T,-r.-IT ct. 
Caleulons la valeur approchée de 
ih ae ee ed A cds 


(2n — 1)(2a)” ^ l'(m) 
en supposant a grand. 

Il est visible que la quantité 7 = «^ — » reste toujours finie, elle 
peut à peine franchir les limites — > et — En désignant done par 


a mH : I 
ein eindes quantites qui s'évanoulssent avec -, on a: 
1L 


REA (Nr) Cu WG + €) 
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Ainsi le développement (1) permet de renfermer ¢(a) entre deux 
0,707 
a : 


Soit @ — 4, on voit que a, — « — «,, et nous trouvons 





limites dont la différence est approximativement 


¢(4) > 1149 400,605, 
€(4) € 1149 400,782. 

8. Nous ferons voir encore comment on peut pousser plus loin 
l'approximation et obtenir une valeur trés approchée du terme complé- 
inentaire R,. 

Reprenons la formule: 

















: exo (on m EE Wann) Be 
A = 7 ——— fa mi dx = en b HE da 
2 di ui 
ou 
7 
L] 
I.3...(2n — I On 
R= DEEN ) en ———— da. 
» n+1 n+ i prt 1 
z # 2 ( I = 
A \ n 
Ann 
En posant 
0 
è 
{ a | 
(ra) EI Re 
CUS 
ann - 
7 
3 
X 
e 
(1 2) B= da 


nous aurons 





(13) R = —— —e"|A, + B]. 


r 
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Il est visible que A, est une simple constante numérique qui dépend 
seulement de l'entier 2, et qu'on peut développer de la manière suivante: 





Pr ar RE 
(14) Vise a ré em Er CCR 
I 
a, = qe 
22 H3 
rar 1080 
WE: 
a, = — 
90720 
x 1423 
en 1088640 


D'autre part, on voit aisément qu'on a 
Q | @ y À 
(15) NT ates err tn a RC 


Q,, Q,, @,, -.. étant des polynómes en 7 qui s'évanouissent pour 7 — 0, 
Q, du degré 2k + 1 étant divisible par z'*'. Ces polynömes sont faciles 
à caleuler, et on trouve 








Q, = 7; 
[^ =7(50—3): 
(16) Q, <a mn tg 
dar T (ss =i d oi =) 


Ce développement de B est convergent sous la condition |z| € » 
M: : ER I 
et comme on peut choisir # toujours de maniere que |y7|<- la con- 
vergence sera rapide et on peut évaluer facilement cette quantité avec 
toute approximation désirée. 
Il est clair qu'en substituant les séries (14) et (15) dans la formule 
(13) on obtient un développement de R, qu'on peut rapprocher de la 


- 





formule (9) La seule différence est que le facteur —— se trouve rem- 
v2% 
? 1228 Mar c \ rie a 
place par gen De or d'aprés la serie de STIRLING on a: 


nl n+ 
2 n j 


- 
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I usen 
Van ug 
joe Ds -— PX 
8 —(- ‘) = p ==) + (= zu) Re 
298) 7-727 2 3 Am uw 2» 5.6n 


en sorte qu'il est facile de passer de l'une des formules à l'autre. 

Mais la forme (13) présente un grand avantage sur la forme (9), 
d'abord. les polynómes Q sont plus simples et plus faciles à calculer que 
les polynómes P et ensuite nous savons maintenant que la divergence 
de la série À, + B provient uniquement de la partie A, qui est in- 
dépendante de 7. 

9. Le moyen le plus simple qui permet de calculer A, avec une 
approximation indéfinie, c'est de prendre 7 = o ou « — y» dans les for- 
mules précédentes. Il vient 


(17) E(Vn) = T, + T,+...+ D AR 


I] faut calculer alors ç(/»n) à l'aide de la série convergente 





a° ae 
GeO der accipe 
Nous avons trouvé ainsi: 
n A, 
I 0,15231 80276 5 
2 0,15987 27953 6 
3 0,16227 85380 7 


D'autre part les quatres premiers termes de la série divergente (14) 
donnent les valeurs approchées suivantes (on a ajouté les corrections né- 
cessaires) 

0,15204 6 + 0,00027 2 
0,15983 88 + 0,00003 40 
0,1622704 + 0,00000 81. 


4 
On peut juger par là de l'approximation que lon obtient pour de plus 
grandes valeurs de n. Dans le caleul de ¢(4) on a besoin de la con- 
stante A,,, et on trouve à une unité prés du 8'"* ordre: 


¢(4) = 1149400,63458993. 


[nn 


EINIGE SATZE 
UBER SUMMEN VON DIVISOREN 
VON 


JACOB HACKS 


in BONN. 


Qu 


Bezeichnet man mit f(m) die Anzahl der in m autgehenden ganzen 
Zahlen, so ist bekanntlich, wenn die Zerlegung von » in seine Prim- 


factoren gegeben ist 
TN CR OU E 


wo a, b, €, ..., k von einander verschiedene Primzahlen sind, 


m) f(m) = (a + 1)(8 + 1)\7 + 1)... (o + 1). 


bedeutet F(m) die Summe 


f(t) + Fe) + £03) +. + fm), 
so ist 


* mr IL 


m 





3 an m 
Fn) - || + [2 

wo |x] die grösste in x enthaltene ganze Zahl bezeichnet. 
Bedeutet g(m) die Summe der Divisoren der Zahl m, so ist 


41 34-1 ETT x, 


qo uvm 
2 " — Di dem 
( ) g(m) mo b — 1 k — 1 





und bezeichnet man mit @(m) die Summe 


g(t) + g(2) + 9(3) +... + a), 
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|S] +. [2]. 


m 


(3) G(m) — 1 >| +2 


Es sei jetzt m eine ungerade Zahl und es werde ein Ausdruck gesucht 
für die Function 
F(m) = f(t) + f(3) + f(5) +... + fm). 


Offenbar kommt bei den Zahlen 1, 3, 5, ..., m die Einheit 


|^ = 


te: 








9 


> 


m + | wi 


mal als Divisor vor, die Zahl 2, ebenso alle andern geraden Zahlen 




















an 
Hm 
können nicht als Teiler vorkommen, die Zahl 3 erscheint | —-—— —— 
> 
Ob m 
ys . . m _ . 
mal als Teiler, u. s. w., die Zahl m endlich — | mal. Demnach ist 
m Fm | m 
E e „al 
= 3 m 
F(m) = le 7 Ass 


oder da allgemein die Gleichung besteht 














F(m) — [ES gi E = 3] 4 = | PADS E 4 a 


2m 
Wenn man mit G(m) die Summe 
9(1) + 9(3) + 2(5) +--.+ g(m) 


bezeichnet, so ergibt sich 


Gm) EE nds t| + 3 E =] +...+ tr. 


2m 
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Wir bezeichnen mit Ak(m) die Summe aus den ungeraden und den halben 
geraden Divisoren der Zahl m, mit /(m) die Differenz aus den geraden 
und den ungeraden Divisoren der Zahl m, und setzen 


Km) = k(1) + k(2) +... + k(m), 
L(m) = !(ı) + ((2) +... + Im). 


Dann ist 





K(m) = ie | Td Ee 3 H 7m 2|" | han DPI 
wenn m=ı (mod 2), und 
K(m)=« £s I Ar: =|+: | ac EY. +2 [2]. 





wenn m=o (mod 2). 
Dem letzten Gliede kann man in beiden Fällen die Form geben 


4n |/m + t T 
Ur ( == ) , 
mt | NX 2 2 





m + I 
da — 
2 


Ferner ist 


(4) L(m) = — E 


ei 


m mee . 
BH für gerades m gleich 


m 


[+27 — s| 





Die Kenntniss der Functionen Z(m), G(m), k(m), I(m), K(m), L(m) 
verdanke ich einer Vorlesung des Herrn Professor Liescurrz. Obige 
Ausdrücke für K(m) und L(m) finden sich im 100. Bande der Comptes 
Rendus (R. Liescurrz, Sur les sommes des diviseurs des nombres, p. 845). 

Von allen diesen Summenfunctionen làsst sich, wenn m als gegeben 
betrachtet wird, im voraus bestimmen, ob sie gerade oder ungerade sind. 

Aus der Darstellung (1) der Function f(m) folgt zunächst, dass /(m) 
für jede nichtquadratische Zahl gerade, für jede Quadratzahl ungerade 
sein muss. Hieraus ergibt sich mit Berücksichtigung des Umstandes, dass 
f(1).= F(1) ungerade ist, dass F(m) für 1, 2, 3 ungerade, für m = 4, 5, 
6, 7, 8 gerade, für m=9, 10, ..., 15 wieder ungerade ist, u. s. f. 
oder allgemein 

F(m) = (m | (mod 20 
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Bringt man die Gleichung (2) in die- Form 


gn) (0 Fa a iba ae Dj ote os Fee, 


so sieht man, dass g(m) für jede Quadratzahl notwendig ungerade ist. 
Ist m gleich dem Doppelten einer Quadratzahl, so ist vermóge der Glei- 
chung gts 

g (2 n?) = g(2*) y(n’), 


in welcher » eine ungerade Zahl bedeuten soll, y(m) gleichfalls ungerade, 
da g(2*"*')= ı (mod 2) ist. Ist hingegen m weder gleich einer Quadrat- 
zahl noch gleich dem Doppelten einer Quadratzahl, so ist g(m) oftenbar 
gerade. Demnach ist 


G(m)zlym] + | V = | mod 2 


da G(m) so oft seinen NETS (ob gerade oder ungerade) ändert, als m 


: : = fn ; A 
die Form ^ oder 24? annimmt, und [ym| + Iv = genau dieselbe Ei- 





N ER 2 POSER : x 
genschaft hat. Da nun G(1) = [yi] + | V ; | ist, so ist obige Kongruenz 


gerechtfertigt. 
In gleicher Weise findet man 


F(m) - Sd die | (mod 2). 


Die Richtigkeit dieser ^ Kongruenz leuchtet sofort ein, wenn man 








m I : 4 
bedenkt, dass vm | + denselben Wert behält von m = (2n — 1)’ 
? 
incl. bis m = (2n 1)? excl. und einen ungeraden Wert hat für un- 
\ ) > 


gerades », einen geraden Wert für gerades ». Ebenso ist auch 


SELS 


Gin) == (mod 2). 
/ \ / 


Vermóse einer oben semachten Bemerkune kann man auch schreiben 
e e e 


' \ vf /m I ; 
(m) = G(m) a Re | (mod 2 
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Die Function k(m) ist für ungerades m gleich g(m); wir können 
also unsere Erörterung auf den Fall »- o (mod 2) beschränken. Da 
gilt nun der Satz, dass für gerades m die Function k(m) stets einen ge- 
raden Wert hat. Denn zu jedem geraden Divisor, welcher = 2 (mod 4) 
ist, gehört ein ungerader Divisor, (nämlich die Hälfte des geraden) und 
die Summe aus ersterem halb genommen und aus letzterem ist eine 
gerade Zahl. Denkt man sich daher die sämtlichen halb genommenen 
geraden Divisoren von der Form 4n + 2 zu den zugehörigen ungeraden 
Divisoren addiert, so ist das Resultat eine gerade Zahl, und es bleiben, 
da auch umgekehrt ein ungerader Divisor ohne zugehörigen geraden Di- 
visor von der Form 4n + 2 nicht auftreten kann, nur noch etwaige 
Divisoren von der Form 4» übrig, deren Hälften also gerade sind. Aus 
diesem Satze, dass für m=o (mod 2), k(m) eine gerade Zahl sein muss, 
folgt iit Berücksichtigung des oben über die Function g(m) Gesagten 
die Kongruenz 


K(m) = | vm tt] (mod 2). 


Zur Herleitung dieser Kongruenz kann man auch vorteilhaft benutzen 
die von Libescurrz in der oben erwähnten Abhandlung aufgestellte Glei- 


chung 
kim)’ —"2^9(m^ 
wo m = 2"»' eine beliebige ganze Zahl und m’ eine ungerade Zahl ist. 


An der citierten Stelle findet sich auch die Gleichung 
Im) = (2**! — 3)g(m^), 


die sich zu einem Beweise der Kongruenz 


L(m) = |ym| + Ve (mod 2) 


verwenden lässt. Andererseits findet man auch durch Addition oder Sub- 
traktion der Gleichungen (3) und (4), dass 


L(m)z G(m) (mod 2). 
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SUR LES SOMMES COMPOSEES DES COEFFICIENTS DES SERIES 


A TERMES POSITIFS 


Lettre adressée à Mad. Sophie Kov alevski 
PAR 


P. TCHEBYCHEFF 


à S:t PETERSBOURG. 


Je ne peux trop me féliciter de lhonneur que vous m'avez fait, 
en ayant bien voulu traduire ma note sur les valeurs limites des inté- 
grales.'  L'intérét que vous avez porté à mes recherches sur ce sujet 
m'engage de vous présenter un résultat que je viens d'en tirer par rap- 
port à la détermination des limites entre lesquelles reste comprise la 
somme d'un nombre quelconque de premiers coefficients de la série 


À, + Aux + Am + A. +... 
ou 


Bi (Be wk. 
aes ea 





dans le cas, ou tous les termes sont positifs Pour la détermination de 
l 


ces limites d'apres les valeurs réelles des séries infinies 


A, ur Ay ar A,7° AP A ES 3616 





LE 


jai cherché les valeurs limites de l'intégrale 


! F(z)dz, 
Dn 


Voir ci-dessus, p. 35 — 56. 
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en supposant que F(z) est une fonction qui ne devient pas negative 
pour z > o et que l'on connait la valeur de l'intégrale 


ac 


fer z)dz 


x 
"n 


f 


pour ¢ réel et positif. Parmi les différentes valeurs limites de l'intégrale 


que j'ai obtenues, les plus remarquables par leur simplicité peuvent étre 
présentées par les formules suivantes: 








Pp) 1 Dic) 

D'(p) h > v q(?c) , 
E E '(o)* Per Pla 
"(z)dz > 0(p)—— |; | F(z dz 

fz \ ) ee b(p) Wp) * : : ) 7" — VA 28 , 


. 
0 0 


où p. e sont des quantités positives quelconques, et (/) est une fonc- 


tion, déterminée, pour / > o, par l'équation 


x 


(t) = fe roy 


* 
n 


et qui se réduit à co pour /— o. D'aprés ces formules on trouve 
aisément les valeurs limites de lintégrale 


pour w quelconque, en donnant à p et o des valeurs qui remplissent ces 
conditions: 





p" à ) 
2 P) < y; Ile NG i. 
mn" 


— — yp E 
Qo) © D(20) = 


Pour appliquer ces formules à la détermination des limites, entre 
lesquelles reste comprise la somme de » premiers coefficients de la série 


A, + A, + À,x° + A? +... 
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on prendra { 
P(t) = A, + Avex! 4 Ane} + A,e A Ebo 
et 
Ww — n — 1. 


En prenant 
B VB BIER : 
Que S rat ome \ 
Ur log N, 


on trouvera les limites de la somme de » premiers coefficients de la serie 





Bey = B b 
ee a 


Ainsi, par exemple, en prenant pour 4(f) une série infinie 


I I I I I 


pt ap 214 ls 31! =P itt xis zit =F e 





composée seulement des nombres premiers on obtiendra des formules 
pour évaluer les limites de la somme finie 


HIHI +++. + 
5 7 IT D 


D | — 
Go | = 


+ 
I 
d'aprés les séries infinies de la forme 
I I I I 


DEE a pie lace gti ote 


log 5 log 7 


, 4 
te) #5 T 
o1+t ! zu las sis prt = Reis 





o 2*3 log*5 log?7 
iube vue uni 





S:t Pétersbourg, 2“ 1886. 
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UNTERSUCHUNGEN ÜBER DIE CONVERGENZ DER REIHEN 
WELCHE 
ZUR DARSTELLUNG DER COORDINATEN DER PLANETEN 


ANGEWENDET WERDEN 
VON 


H. GYLDÉN 


in STOCKHOLM. 


In letzterer Zeit hat man mehrfach die Frage in Erwagung gezogen, 
ob die analytischen Ausdrücke, durch welche man bisher die Lósung des 
s. g. Dreikórperproblems dargestellt hat, auch eine wirkliche, für alle 
Zeiten gültige Lösung dieser Aufgabe repräsentiren, oder ob sie bloss 
während einer begränzten, wenn auch für practische Bedürfnisse hin- 
reichend langen Zeit die Bewegungen mit der gewünschten Genauigkeit 
wiedergeben kónnen; ob, mit anderen Worten, diese Ausdrücke eine ge- 
nügende Einsicht in die Natur der Bewegungen zu gewähren im Stande 
sind, oder ob sie bloss den Dienst von Interpolationsformeln verrichten. 
Diese Frage lässt sich auch in folgender Weise ausdrücken: sind die Func- 
tionen, welche die Coordinaten der sich gegenseitig anziehenden Körper 
und ihre Geschwindigkeiten analytisch angeben, von der Beschaffenheit, 
dass sie sich in gleichformig convergirenden trigonometrischen Reihen ent- 
wickeln lassen? Die erwähnten Functionen sind uns nun zwar zunächst 
völlig unbekannt, so dass an eine directe Beantwortung der vorgelegten 
Frage nicht zu denken ist; unsere Bemühungen müssen daher darauf 
gerichtet sein, zu einer annähernden Kenntniss jener Functionen zu ge- 
langen, indem wir die ursprünglichen Differentialeleichungen der Bewegung 
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in einer Weise vereinfachen, welche uns eine wirkliche Annäherung und 
mithin eine beliebig genaue Lósung mittelst mehrerer auf einander fol- 
genden Annàherungen erwarten lasst. Bei den bisherigen Versuchen das 
erwähnte Problem zu lösen hat man wohl auch immer, so oft es sich 
um ernstlich gemeinte Untersuchungen gehandelt hat, diesem Grundsatze 
zu genügen gesucht; bei der Feststellung der jedesmal vorzunehmenden 


Reduction ist es indessen bis jetzt kaum gelungen — weil die Lösung der 
Aufgabe mit zu grossen Schwierigkeiten verbunden war — den strengen 


Beweis dafür zu liefern, dass die eingeleitete Approximationsmethode 
wirklich dem richtigen Resultate entgegenführe. Hierzu wäre vor Allem 
nöthig, die Convergenz der successiven Annäherungen gesichert zu sehen. 
Convergiren aber die Reihenfolgen der Annäherungen nicht, so darf man 
selbstverständlich nicht aus einzelnen derselben irgend welche Schlüsse 
auf die analytische Form ziehen, durch welche die vollständige Lösung 
dargestellt werden kann. 

Es lag nahe, bei den Bewegungsgleichungen der Planeten jene Ver- 
einfachungen dadurch herbeizuführen, dass man in der ersten Annäherung 
bloss die Anziehung der Sonne berücksichtigte, in der zweiten die der 
störenden Planeten, aber bloss insofern diese den ersten Potenzen ihrer 
Massen proportional sind, u. s. w.; dass man mit einem Worte die suc- 
cessiven Annäherungen nach den Potenzen und Producten der Planeten- 
massen ordnete. Eine solche Anordnung der Annäherungen ist aber, wie 
man bei näherer Betrachtung bemerken wird, mit ganz wesentlichen Nach- 
theilen verknüpft. Man erhält nehmlich vor Allem Ausdrücke, welche 
die Zeit oder Potenzen der Zeit als Factoren enthalten und also beliebig 
anwachsen können; und von solchen Ausdrücken kann man nicht erwarten, 
dass sie die wahre Form der Integrale repräsentiren. Wenngleich man 
nun nachträglich auch derartige Factoren eliminiren, und demnach die 
reine trigonometrische Form herstellen kann, so hat das Resultat in 
theoretischer Hinsicht doch eine weniger tiefgehende Bedeutung, als wenn 
die reine trigonometrische Form sich unmittelbar ergeben hätte. Bei 
meinen Untersuchungen über die Theorie der Bewegungen der Himmels- 
körper habe ich mich daher bemüht, das Auftreten von Gliedern, welche 
mit der Zeit oder ihren Potenzen multiplicirt erscheinen, zu vermeiden. 

Wenn aber auch die Entwicklung nach den Potenzen der stórenden 
Krafte nicht überall und durchgehend gestattet ist, so kann man sie 
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anderseits doch .nicht auf jeder Stufe der Untersuchung vermeiden; es 
bleibt demnach zu entscheiden ob man, trotz derartigen Entwicklungen, 
doch Schliisse hinsichtlich der absoluten Gültigkeit der in solcher Weise 
erlangten Lösung zu ziehen berechtigt ist. Um sogleich jeder Begriffs- 
verwechselung in Betreff dieses Punktes vorzubeugen, muss ich mir hier 
die Bemerkung erlauben, dass ich in meinen früheren Arbeiten unter der 
Benennung »eine absolute Lösung» eine Lösung verstanden habe, die in jeder 
Beziehung innerhalb der Grenzen unseres empirischen Erkennens gültig 
ist. Wenn man überhaupt von einem absoluten Planetensysteme reden 
darf, so bezieht sich das Wort absolut offenbar auf die Erkenntniss der 
allgemeinen und beständig geltenden Gesetze der Bewegung und nament- 
lich auf die Entscheidung über die Frage von der Stabilität des Systems. 
Es wäre aber hierbei völlig unberechtigt, eine gleiche Genauigkeit bei 
den durch Berechnung ermittelten Örtern der Planeten zu verschiedenen 
Zeiten verlangen zu wollen; denn wie genau auch die mittleren Be- 
wegungen der Planeten durch Beobachtungen erkannt sein mögen, immer 
wird man doch Zeiträume angeben können, nach deren Verlauf die vor- 
ausberechneten Örter sich als um beliebige Grössen falsch erweisen müssen. 
Die Bewegungsausdrücke müssen aber so beschaffen sein, dass sie, durch 
Einsetzung verbesserter Werthe der Integrationsconstanten, die zu beliebigen 
Zeiten beobachteten Örter der Planeten völlig genau wiedergeben. Dass 
auch dieses zu leisten nur in beschränktem Maasse möglich ist, beruht auf 
Umständen, deren Erörterung nicht hierher gehört. 

Was von einer absoluten Lösung des Problems der Planetenbewegun- 
gen gefordert werden muss, ist. demnach: 

ı° dass die analytischen Ausdrücke der Coordinaten und der Ge- 
schwindigkeiten bei der numerischen Berechnung dieselbe Genauigkeit bei 
jedem Werthe der Zeit erlauben, ganz abgesehen davon, ob das Berech- 
nungsresultat ohne Änderung der Integrationsconstanten mit den Beobach- 
tungen übereinstimmt oder nicht; 

2° dass der zu einem gegebenen Zeitpunkte durch Beobachtungen 
bestimmte Ort und die für denselben Zeitpunkt gefundene Geschwindig- 
keit durch die Berechnungsresultate innerhalb des Genauigkeitsgrades der 
3eobachtungen wiedergegeben werden. 

Zu diesen beiden Punkten kommt noch ein dritter, welcher zwar 


gewissermassen schon im ersten enthalten ist, seiner Wichtigkeit wegen 
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aber doch besonders hervorgehoben werden muss. Punkt 1 könnte nehm- 
lich scheinbar erfüllt sein, wenn z. B. die analytischen Ausdrücke für 
die Coordinaten und die Geschwindigkeiten aus lauter trigonometrischen 
Gliedern bestehen, und dabei die kleinsten eben auf der Grenze stünden, 
welche man für die Genauigkeit angenommen hätte. Man könnte nun, 
und zwar nicht ganz mit Unrecht meinen, die Reihe ware wirklich gleich- 
formig convergent, denn die wirklich berechneten Glieder lassen sich in 
eine endliehe Anzahl von Gruppen theilen, innerhalb welcher die einzelnen 
Glieder wie Potenzenreihen convergiren. Immerhin bleibt aber doch ein 
wirklicher Nachweis dafür sehr wünschenwerth, dass die Summe der ver- 


nachlassigten Glieder stets geringer bleibt als eine gegebene Grösse; und 
es ist die Forderung eines solchen Nachweises, welche ich als die dritte 
bezeichnen möchte, die erfüllt sein muss, damit die Lösung das Prädicat 
»absolut» verdiene. 

Ich bin der Meinung gewesen, dass ein solcher Nachweis aus meinen 
früheren Untersuchungen ziemlich leicht hervorgehen würde, Allein darin 
habe ich mich hinsichtlich eines gewissen Punktes getäuscht. Es erwiesen 
sich zum Theil ganz andere Betrachtungen erforderlich um über die Con- 
vergenzfrage einiges Licht zu werfen, als die, welche eine möglichst rapide 
und genaue Berechnung einzelner Ungleichheiten bezweckten. Anderseits 
liegt aber, so viel ich bis jetzt übersehen kann, kein Grund zu einer we- 
sentlichen Abänderung in den Methoden vor, die ich früher zur Her- 
stellung der analytischen Ausdrücke für die Coordinaten und die Ge- 
schwindigkeiten angegeben habe. Am allerwenigsten aber habe ich ein 
Indieium bemerken können, dass die von mir früher angewandten Reihen, 
welche im Wesentlichen mit den von LAGRANGE und LAPLACE eingeführten 
übereinstimmen, nicht convergiren. Das Resultat der Untersuchungen, von 
denen ich einen wesentlichen Theil hier vorlege, wird dieses bestätigen. Das- 
selbe bezieht sich auf die Convergenz einer gewissen Gattung von Gliedern, 
die ich characteristische Glieder nennen werde, weil sie nicht nur für die 
Deweeungsgesetze characteristisch sind, sondern auch die anzuwendende 
Berechnungsmethode bedingen. Von den vielen Gliedern, aus welchen 
die analytischen Ausdrücke der Coordinaten zusammengesetzt sind, ist es 
eine relativ geringe Anzahl, welche sich durch ihre Grösse unter den 
übrigen bemerklich machen und also die besonderen, für einen gegebenen 


Fall eigenthümlichen Bewegungsgesetze kenuzeichnen. So ist z. B. die 
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Evection characteristisch fiir die Bewegung des Mondes und die Libration 
für die Bewegungen der drei inneren Jupitersmonde. Für die Bewegungen 
des Jupiter und des Saturn sind die grossen Ungleichheiten characteristisch, 
welche von der zweifachen Bewegung des Jupiter weniger der fünffachen 
des Saturn abhàngen, und die kleinen Planeten bieten vielfache Bei- 
spiele zur Illustration von eigenthümlichen Fällen in der Theorie der 
Himmelsbewegungen. Glieder, welche solche Ungleichheiten darstellen, 
sind für die Theorie der Bewegung offenbar characteristisch, wodurch 
man veranlasst wird, dieselben einer besonderen Untersuchung zu unter- 
werfen, und dies um so mehr, als grade sie nebst den elementären 
Gliedern die einzigen sind, welche ernstliche Schwierigkeiten bereiten. 
Alle, übrigen Glieder kónnen leicht ermittelt werden und sind mit sehr 
wenigen Ausnahmen mehr als Correctionsgróssen anzusehen als eigentlich 
maassgebend für die Abstraction der Begriffe in Betreff der Gesetze der 
Bewegung. 

In meinen früheren Arbeiten habe ich die Glieder, welche mit den 
stórenden Massen nicht verschwinden sondern constante, endliche Werthe 
annehmen, elementäre Glieder genannt. In der jetzigen Abhandlung führe 
ich also die neue Benennung characteristische Glieder ein, und verstehe 
darunter alle die Glieder, welche die kleinsten, mit den stórenden Massen 
nicht verschwindenden Integrationsdivisoren enthalten. — Es ist bekannt, 
dass diese Integrationsdivisoren näherungsweise aufgefunden werden, indem 
der Kettenbruch, welcher das Verhältniss der mittleren Bewegungen 
zweier Planeten darstellt, successive summirt wird und man die Diffe- 
renzen aus den Näherungsbrüchen und dem strengen Werthe des er- 
wähnten Verhältnisses bildet. Wären die mittleren Bewegungen streng 
commensurabel, so würde eine solche Differenz auch völlig verschwinden, 
wodurch indessen zunächst nur angezeigt würde, dass die Entwicklung, 
naeh welcher man Integrationsdivisoren der besagten Form erhielte, nicht 
berechtigt war. Das Gesetz über das Vorkommen der elementären Glieder 
ist von ausserordentlieh grosser Bedeutung für die Beurtheilung ihrer 
Convergenz. Wir müssen daher dieses Gesetz etwas nàher beleuchten, zu 
welehem Zwecke ich zunächst an einige Sätze aus der Theorie der Ketten- 
brüche erinnere. 

Soweit thunlich, werde ich mich bereits angenommener Bezeich- 


nungen und Begriffe bedienen, und verstehe also unter n und »' die 


190 H. Gyldén. 


mittleren Bewegungen zweier Planeten um die Sonne: für das Verhält- 


niss beider adoptire ich die übliche Bezeichnung y, und zwar so dass: 


n' 
y = — 
/ T, 
Unter der Voraussetzung dass y eine irrationale Zahl bedeutet, können 
wir dieselbe durch einen unendlichen, convergenten Kettenbruch reprä- 
sentiren, nehmlich: 








[Dez ; 
Up 
GEL. —— 
(NE pe : 
wobei a, a,, ... ganze positive Zahlen bezeichnen. Sind nun, indem 


s, und s; ebenfalls ganze positive Zahlen bezeichnen, 


“ro 


die Näherungsbrüche des obigen Kettenbruches, so sind die Differenzen: 


s 8, 
pe ffs u. 8 W. 
8 Bs Bi #5 


kleiner als irgend welche andere Differenzen des Verhältnisses y von ra- 


tionalen Briichen, weil die +, 7, ... sonst keine Näherungsbrüche wären. 
Ej us A 


Es folgt hieraus, dass die Differenzen: 


^ 


S — Su, Ss — Sif, 
oder 


= Un) = SAT, 
sn — s'w', S100 ESI tones 


kleiner sind als alle andere Differenzen derselben Form, bei denen man 


für s, s', s, ... andere Zahlen einsetzte als die erwähnten Zähler und 
Nenner der Nàherungsbrüche. 
Die Werthe der sanzen Zahlen s, s', $,, ... lassen sich sehr leicht 
o , +) 1 


ermitteln. Man hat zunächst: 


S = 1: Sa: sque $; = aa, + 1 


Über die Convergenz der Reihen zur Darstellung der Coordinaten der Planeten. 191 


und hiernach finden sich die folgenden mit Hülfe der Recursionsglei- 
chungen: 
Sm Tx An Sm—1 + Sm—2 


, 


U P 
Sm = Un Sn <= Sm—2 
Auch die Näherungsbrüche lassen sich inittelst Recursionsformeln be- 
rechnen. Hierzu dient vor Allem die Gleichung: 


, 


Sm+1 Sm T 8m —1 E Sm—1 | 





^ , i , , 
Sm+1 $m Sm+1 LSm Sm—1- 


Da nun überdies die Anfangswerthe: 


8 I. 8i a, = I I I 
CAE Er Ga ua aa, +1) | ; 








gelten, so ist Alles gegeben, um die betreffenden Gróssen nach und nach 
zu berechnen und man kann sie auch durch die Form einer Summe von 
rationalen Brüchen, in denen der Zähler immer 1 ist, darstellen. Man 
findet mit Hilfe obiger Formeln sehr leicht die Werthe: 











doit i 1 4 I 

Sivas cT XUTENED 
SET I is I I 
goo Bei en SAS 
Wh tae Wk 


und lässt man den Index m oder die Anzahl der Glieder unendlich 
wachsen, so findet man die unendliche convergente Reihe: 


I I I 


IE = + PORC 


= 
8 ss 8185 





Mit Hilfe der soeben angeführten Entwicklungen findet sich nun: 





$8. I I 
=— u=(— is jae anak PUR , x 
Sm Sn Sm +1 Sm+1Sm+2 


oder: 
I a 


Sm Ds Sin ft E ( a EX I ETE 7 + E |J 


! 
Sm+1 Sm+1Sm+? 
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aus welcher Gleichung unmittelbar zu ersehen ist, dass eine Differenz 


der Form s,— s,5 nur dann einen sehr kleinen Werth erhalten kann, 


m 
€ ; ; 
wenn der Nenner des auf + folgenden Näherungsbruches sehr gross wird, 


$n 
d. h. wenn die beiden auf einander folgenden Näherungsbrüche sehr weit 
von einander liegen. Weil nun diese Differenzen, wenigstens nàherungs- 
weise und bevor sie unter eine gewisse Grenze sinken, auch die Werthe 
der Integrationsdivisoren repräsentiren, so schliesst man aus dem gefun- 
denen ‘Ausdrucke, dass wenn ein characteristisches Glied sehr gross wird, 
so liegt das folgende sehr weit entfernt. Diese Schlussfolgerung muss 


S 


jedoch eine Modification erleiden, weil einem gegebenen Paare s,, s;, 
als Indices betrachtet, immer eine ganze Gruppe von Gliedern angehort, 
bei denen die Bewegungen der Argumente von einander nur um Grossen 
von der Ordnung der störenden Kräfte verschieden sind. Zu diesem 
Umstande werden wir sogleich zurückkommen, vorher aber noch eine Be- 


merkung hinsichtlich. der Convergenz der Reihen: 


[7] 


^ 010 


d e Ed I 


8 


oder 
pit eee E 


einfliessen lassen, bei denen die ¢ Gróssen bezeichnen, die beliebige Werthe 
zwischen — 1 und + 1 annehmen können. Es ist nun in der That sehr 
leicht die Convergenz dieser Reihen nachzuweisen und dadurch einen Satz 
zu erhalten, welcher bei den folgenden Untersuchungen von der grössten 
Bedeutung sein wird. 

Aus den beiden Gleichungen: 


$041 = Un Sm + 9m—1 


Sm — Ann Sn? 
folgt augenblicklich: 


"n F1 (Gm Qn -1 + JO: 1 + Um Sn 2 


oder 
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Weil nun die a, nicht minder als die s, ganze positive Zahlen sind, so 
ist offenbar bei jedem Werthe von m: 


Sm+1 


to 


Sm—1 


Es ergiebt sich hieraus sofort, dass die Reihe: 
X A I 
EAR = Ir ^ de 


laufende Entwick- 


D | = 


stärker convergirt als eine nach den Potenzen von 


lung, und dasselbe gilt auch von der Reihe: 
I I I 
zai oe te 
5i $5 CA 


Von der Summe dieser Reihen lässt sich aber sagen, dass sie durch- 
schnittlich stärker convergirt als eine nach den steigenden Potenzen von 
I Fr à = 

— geordnete Reihe. Aus der Convergenz dieser Summe folgt offenbar 
= 


Ve 
auch die der oben angeführten Reihen. 


Die Werthe der Integrationsdivisoren haben bei der absoluten Losung 
die Form: 





dd 4 , 4 
SN $50 =F no, , 


wobei 5, einen Factor von der Ordnung der störenden Massen bezeichnet. 
Wollte man auf eine absolute Lösung überhaupt verzichten und mithin 
eine durchgehende Entwicklung nach den Potenzen der störenden Massen 
als zulässig erachten, so wäre das Glied no 


m 


in den Argumenten ganz 
bei Seite zu lassen. Die Inconvenienzen eines solchen Verfahrens liegen 
aber zu offen am Tage um unberücksichtigt bleiben zu können; dasselbe 
würde Integrationsdivisoren, die in Wirklichkeit nicht unter einer gege- 
benen Grösse von der Ordnung no, wären, als beliebig klein erscheinen 
lassen, und anderseits für streng verschwindende Werthe von oben be- 
zeichneten Differenzen endliche Grössen ergeben. In Fällen, die ich als 
critisch bezeichnen möchte, würden demnach die Integrationsdivisoren 
gänzlich entstellt gefunden werden; und die nothwendige Folge davon 
würde die Unmöglichkeit sein, die mittleren Bewegungen richtig zu be- 
stimmen. 


Acta mathematica. 9. Imprimé le 31 Janvier 1887. 25 


194 H. Gyldén. 


Hinsichtlich der oben näher bezeichneten Differenz haben wir noch 
eine Bemerkung hervorzuheben, auf welche bei der folgenden Darstellung 
Bezug genommen werden soll. Wenn das Glied no, eine Grösse von der 
Ordnung der störenden Kräfte ist, so wird die Kleinheit der besagten 
Differenz wesentlich durch die Glieder: 


bedingt. Man schliesst hieraus, da » und »' nicht als kleine Grössen an- 
zusehen sind, dass die Differenzen s,» — s/,n’ und s,*» — s,» + no,, für 
dieselben Werthe der ganzen Zahlen s, und s; ihre kleinsten Werthe er- 
halten, wiewohl diese relativ sehr verschieden sein können. Das Vor- 
handensein des Gliedes ne, bedingt also im Allgemeinen, d. h. so lange 
dasselbe als eine kleine Grösse neben n oder »' anzusehen ist, keine Än- 
derung in der Lage der characteristischen Glieder. 

Die Grössen e, 


Theilen zusammengesetzt und sind dabei durch Ausdrücke der Form: 


sind im Probleme der drei Kórper aus drei oder vier 


On = pot pus + qT + dat 


gegeben. Die Grössen p, p’, q und 4' bezeichnen hier ganze Zahlen und 
€, c, c und 7 kleine Quantitäten von der Ordnung der stórenden Kriifte. 
Es leuchtet ein, dass o 


m 


nur dann mit n oder w' vergleichbare Werthe 
annehmen kann, wenn eine oder einige der bezeichneten ganzen Zahlen 
sehr grosse Werthe erhalten. In solchen Fällen könnte allerdings eine 
Verschiebung in der Lage eines characteristischen Gliedes stattfinden, aber 
eine relativ doch nur sehr geringe. Dieser Umstand bleibt ohne jeden 
wesentlichen Einfluss auf unsere folgenden Betrachtungen. 

Die ganzen Zahlen "p, p. q, q nehmen bei jedem Paare s,, s; sehr 
verschiedene Werthe an und hieraus folgt, dass mehrere Argumente der- 


, 
m 


selben Form vorhanden sind, bei denen s, und s’, dieselben Werthe haben. 
Diese Coexistenz verschiedener Glieder, von denen mehrere Coefficienten der- 
selben Ordnung sind, bewirkt eine erhebliche Complication der ganzen 
Untersuchung ohne jedoch der Lösung wesentlich hinderlich zu sein; wir 
können sogar bei den meisten Schritten, welche uns der Lösung unserer 
Aufgabe nähern, zunächst ganz davon absehen, dass mehrere Glieder 
neben einander coordonirt sind, und haben alsdann bloss ein einziges 
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Glied bei jedem Paare s,, s; zu betrachten, wobei wir dasjenige als aus- 
gewählt ansehen, bei dem die Differenz: 


,/ , 
Sin — Sn == NO, 


, 


einen kleineren Werth hat als die übrigen, demselben Paare s,,, s; ent- 
sprechenden, aber von andern a,,-Werthen abhängigen Differenzen. 


I. 


Eine jede Methode zur Auflösung des Problems der drei Körper 
setzt ein besonderes, aus den bekannten Differentialgleichungen der Dy- 
namik abgeleitetes Gleichungssystem voraus, welches gewöhnlich mit be- 
sonderer Rücksicht auf eine bequeme numerische Anwendung und com- 
pendiöse Darstellung des Resultats aufgesucht worden ist. Die Unter- 
suchungerf aber, die auf den folgenden Blättern mitgetheilt werden, sind 
nicht nur von der besondern Form der zu Grunde gelegten Differential- 
gleichungen unabhängig, sondern gestalten sich auch nahezu in derselben 
Weise, wenn man die Zeit selbst, oder statt dieser eine von der Zeit in 
gegebener Weise abhängige Function als unabhängige Veränderliche an- 
wendet. Da in dieser Hinsicht die Wahl also frei steht, so werde ich 
die für eine einfache und leicht verständliche Darstellung möglichst 
günstigen Bestimmungen adoptiren, und demgemäss die Zeit als unab- 
hängige Veränderliche feststellen, sowie die einfache, in der mécanique 
celeste gegebene Differentialgleichung zweiter Ordnung, durch deren Inte- 
gration die mittlere Anomalie gefunden wird, der ganzen Untersuchung 
zu Grunde legen. 

Für die mittleren Anomalien des gestörten und des störenden Körpers 
wenden wir die in der mécanique celeste adoptirten Bezeichnungen an, 
nehmlich € und €’; indem wir überdies mit A, A,, ... constante Coef- 
fieienten, von der Ordnung der störenden Masse bezeichnen, sowie mit 
B,, B,, ... constante Winkelgrössen, stellen wir die besagte Differential- 


sleichung wie folgt dar: 
e = 


> 


ae 


(1) rer n^ A sin (sg — s'Z + ont + B) —n^ A, ain(s,6—s,¢' + ont + Dj) 
—...+ M 
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wobei wir in der Function M sämmtliche nicht-characteristische Glieder 
vereinigt denken. 

Wir wollen nun noch eine Vereinfachung eintreten lassen, die zwar 
an und für sich den Resultaten eine grosse Beschränkung auferlegt, für 
die Untersuchung der Convergenzfrage jedoch, soweit diese sich auf die 
characteristischen Glieder bezieht, ohne Einfluss zu sein scheint. Diese Ver- 
einfachung besteht in der Vernachlässigung aller von der Masse des ge- 
störten Körpers abhängigen Glieder. — Abgesehen davon, dass es in der 
Natur vielfache Fälle giebt, wo die Masse des gestörten Körpers zweifellos 
eine verschwindend kleine Grósse ist, gelangt man in vielen Punkten zu 
wirklichen Annäherungen, indem man die Glieder, welche von den beiden 
Massen abhängen, gesondert betrachtet. Wo dies aber nicht der Fall ist, 
kann man mit wenigen Ausnahmen die Aufgabe auf die Integration von 
Differentialgleichungen zurückführen, welche dieselbe Form mit denen 
haben, die man nach Vernachlässigung der Masse des gestörten Körpers 
erlangt haben würde. à 

Das Resultat, welches durch die Integration der Gleichung (1) er- 
halten wird, hat nun voraussichtlich die Form: 


E = c+ nt + o, 


bei der wir durch c und n.die beiden Integrationsconstanten bezeichnen, 
nehmlich durch c die Constante der mittleren Anomalie und durch » die : 
mittlere Bewegung. Die Function w bezeichnet eine Summe periodischer 
Glieder, welche Summe wir sogleich in zwei Theile zerlegen wollen, 
indem wir setzen: 


o = Z + 0€ 


Wir setzen dabei voraus, dass die Function Z alle characteristischen Glieder 
umfasst, wenigstens alle solche, die sich bei der Integration als critisch 
erweisen; das Increment 97 aber alle. übrigen. Dieser Bestimmung zu- 
folge können wir annehmen, dass die Glieder, welche die Function o£ 


constituiren, leicht zu ermitteln sind, oder dass die Gleichung: 


d "OC 


ae = M 


ohne jegliche Schwierigkeit integrirt werden kann, soweit man nicht bei 
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den fortgesetzten Annäherungen Glieder erhalten wiirde, welche der Form 
nach den characteristischen Gliedern angehóren und demnach der Function 
Z einverleibt werden sollten. Anderseits würde man bei fortgesetzter 
Annäherung durch Integration der Gleichung: 
— = — WA sin(s€— s'C + ont + B) —... 

Glieder finden, die mit denen der Function 9C zu vereinigen wären. 
Wenn man daher die Gleichung (1) in zwei andere zerspaltet, von denen 
die eine Z und die andere dz geben soll, so muss der einen eine Func- 
tion hinzugefügt werden, die wieder von der anderen abgezogen wird, 
und welche die Überführung gewisser Glieder von der einen Gleichung 
zur anderen vermittelt. Indem wir diese Function durch N bezeichnen 
haben wir also die Gleichungen: 


VZ whet ; \ 2 : : ! ; ) 
= = — nA sin (s€— s'Z' + ent + B) — n^ A, sin(s,£— 8,6’ + o'nt + Bj) 
al 
—...+N 
dede en: 
ae 


und die Sumine beider vertritt offenbar die Gleichung (1). Von der 
zweiten dieser Gleichungen können wir nun sicher annehmen, dass ihre 
Integration keine Schwierigkeiten verursachen wird, und werden wir uns 
daher nicht weiter mit derselben befassen, sondern die Function 2f sogleich 
als eine bekannte Grösse ansehen. — Hinsichtlich der ersten der obigen 
Gleichungen heben wir hervor, dass die aus N entstehenden Glieder mit 
den übrigen einfach vereinigt werden können, wodurch die Coefficienten 
um kleine Grössen geändert werden. Derartige Incremente sind für die 
folgenden Betrachtungen nicht wesentlich; sie können überdies aber als 
in den betreffenden Coefficienten bereits einverleibt gedacht werden, so 
dass wir bei unseren Untersuchungen von der Gleichung 


d*Z 5 : 
ia n'A sin (sc — s'C' + ont + B) — ..., 
[120 





— 
t3 
7 


bei der die Function N einfach weggelassen worden ist, ausgehen können. 
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Diese Gleichung integriren wir nun.in der gewóhnlichen Weise, 
indem wir Z, soweit diese Function in den Argumenten rechter Hand 
vorkommt, als constant ansehen und für £’ den Werth c’ + »’t annehmen. 
Wir erhalten dabei, da hier keine Integrationsconstante hinzugefügt zu 


werden braucht, 


(3) AZ = en Ee à COS (s€ — s'c a ont S B) 


dt sn — Sn + on 


nA, 





cos (s,€— sé + ont + D) +...+ F; 


sn — sn + an 

und ist die Function F hier offenbar eingeführt worden, damit die rechte 

Seite das strenge Inteerationsresultat ausdrücken soll. Um diese Function 
e e 


zu bestimmen, differentiiren wir die Gleichung (3) und erhalten hierauf 
unter Berücksichtigung der Gleichung (2): 


sn” A . z — > 
(4) O => eek sin (s€ — s'€ + ont + b) 
syn — SN + on us (si¢ Sud Ger B) ae 3 dt a dt 


dA 
dt 
erhàlt man eine Gleichung, aus der die Function 7 durch fortgesetzte 


Indem in dieses Resultat der Werth von aus (3) eingesetzt wird, 


Annäherungen zu bestimmen ist. Diese Bestimmung wird nun zwar nicht 
immer gelingen, aber derartige Fälle erheischen überhaupt eine andere 
Integrationsmethode als die, welche wir bei der Gleichung (2) eingeleitet 
haben. 

Die Gleichung (3) integriren wir nun in derselben Weise, wie wir 
jene aus der Gleichung (2) herleiteten, d. h. indem wir die Function Z 
in den Argumenten als constant ansehen. Auch hier braucht man keine 
Integrationsconstante hinzuzufügen, weil dieselbe als mit c zusammen- 
fallend gedacht werden kann. Dem sich unmittelbar ergebenden Re- 
sultate fügen wir aber, ebenso wie bei der ersten Integration, eine Func- 
tion, F\ hinzu, welche wir nachher so bestimmen müssen, dass der Diffe- 


rentialgleichung (2) strenge genügt wird. 
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Es ergiebt sich in soleher Weise: 


* n° A 


* er. E Vz d] } 2) 
(5) Z= Denen sin (s£— s'Z + ont + D) 





n* A, 


(s, —sın + an) 





sin (sn — sin + ont + Bj) +...+ Fi + f rat 


Nachdem wir diese Gleichung differentiirt, und das Resultat mit dem, 


- : LZ: sa 
durch die Gleichung (3) gegebenen Werthe von — identificirt haben, er- 








dt 
halten wir: 
si^ À D a A 
(6) OE NET TEE DITE cos(s€— s'Z + ont + D) 
8,0 A, az Dr FE EL > dL dF, 
eme ee nn me rer 


Aus dieser Bedingung wäre die Function 7, zu bestimmen; wir werden 
aber die hierauf bezügliche Untersuchung zunächst bei Seite lassen, ebenso 
wie wir die Bestimmung von F nicht näher berücksichtigten. Unsere 
nüchsten Betrachtungen betreffen nehmlich die Frage von der Convergenz 
der Entwicklung von Z, wie diese durch die Gleichung (5) angegeben 
wird, indem die von 7 und 7, abhängigen Glieder unberücksichtigt ge- 
lassen werden. Es genügt hierbei die Bemerkung, dass in der Mehrzahl 
der Fälle, wie sie überhaupt vorkommen können, die Functionen F und 
F, Grössen zweiter Ordnung hinsichtlich der störenden Kräfte sind, so 
dass die von diesen Functionen unabhängigen Glieder in den Gleichungen 


AL 
(3) und (5) genäherte Werthe von = und Z ergeben. 
a Si 


Betrachten wir nun die Convergenz der Reihe (3) als eine rein al- 
gebraische Frage, d. h. losgelóst von allen Bedingungen astronomischer 
Natur, so werden wir bald inne, dass wir auf dieselbe keine bestimmte 
Antwort finden kónnen. Es zeigt sich nehmlich, dass es Werthsysteme 
von » und n’ geben kann, bei welchen die betreffende Reihe convergent 
ist, dagegen aber auch andere Werthsysteme, welche sicher die Divergenz 
derselben Reihe bedingen. Um dies nachzuweisen müssen wir die Grössen- 
ordnungen der Coefficienten A, 4,, .... zur Evidenz bringen. Wir be- 
zeichnen zu diesem Zwecke mit M, einen Factor von der Ordnung der 
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störenden Masse, mit « und e aber Grössen, von denen die erste das con- 
stante Verhältniss der mittleren Entfernungen bezeichnet, und zwar so, 
dass « immer kleiner als die Einheit angenommen wird, und e als von 
derselben Grössenordnung wie die Excentrieitäten oder die gegenseitige 
Neigung angesehen wird. Die Coefficienten A, sind nun hinsichtlich 


ihrer Grössenordnung durch die Formel: 


A, = Maven, 


m m 


gegeben indem wir voraussetzen, dass: 


Für den entsprechenden Integrationsdivisor kann ınan, dem jetzigen 
Zwecke entsprechend, den genäherten Werth: 


N 





= , 7 U ! —— 
9m n EN Sn = IE 


— 1 


Sm+1 


anwenden, indem man nehmlich das Glied 6,* als verschwindend klein 


m 


ansieht. Es ergiebt sich nun: 
= — sinMa'e’~ cos (sé — s'Z + ont + B) 


+ sinM,a%e™ cos (s,€— SE + ont + B)+...; 


und weil s; beliebig gross im Verhältniss zu s und s' sein kann, s, im 
Verhältniss zu s, und sj, u. & w., so können diese Zahlen Werthe haben, 
welche die Divergenz der obigen Reihe bedingen. Sie können aber ander- 
seits Werthe haben, bei denen die Reihe sicher convergirt. In noch hó- 
herem Grade tritt die Bedingung der Divergenz oder Convergenz bei der 
Reihe für Z selbst hervor, indem die Glieder dieser die Quadrate der | 
Zahlen si, sj, ... als Factoren enthalten. 

Betrachtungen, wie die obigen gehören aber unserer Aufgabe gar 
nicht an, denn nicht sowohl die Integrationsconstanten n und c, als viel- 
mehr die zu einem bestimmten Zeitpunkte stattfindenden Werthe von 


dt 
dt 
weil diese direct mittelst Beobachtungen gefunden werden können. Unsere 


und ¢, dürfen in derselben als gegebene Grössen angesehen werden, 
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Aufgabe ist im Gegentheil die, aus den fiir einen bestimmten Zeitpunkt, 

dt 
c, bezeichnet sein mögen, die Werthe von » und c zu bestimmen. Es 
wird sich dabei erweisen, dass letztere Gróssen keineswegs immer synec- 


B. für £ — o gültigen Werthen von und ¢, welche durch », und 


tische Functionen der ersteren sind, denn es kann unendlich viele Werth- 
systeme von n, und c, geben, welche dieselben Werthe von » und c be- 
dingen. In diesen Fällen würden letztere Grössen nicht mehr den Cha- 
racter von willkürlichen Constanten haben, sondern zwei andere Grössen 
als solche eintreten. 
Weil nun: 
=c+n + Z + à 


dc = 


mw ne 





Ne 


On 
und wir die Grössen 9f und —> 7 als bekannt ansehen und ihre Werthe für 


t — o demnach sogleich als in fs und z, berücksichtigt denken kónnen, 
so haben wir: 








nA “ 
= ND FN Er A 
(7) 0 3E = Moi s( 7 sc + B) 
DE 25765 > 
= os (s s'c 
Fen HEURE S (sic, 1€ — D Es 
>) ( € a n° À sin (SC , = B 
‘ = 2 PRIRENT EAU. - i Ss —— st 
(t ) 0 (sn — sn + ou) ) 
n^ À 





(sn — ME an) SSG Sa ct p) duri 
Aus diesen Gleichungen sieht man sogleich, dass die Grösse c sich 
unmittelbar ergiebt, wenn einmal » gefunden worden ist: die Bestimmung 
dieser Grósse ist aber mit nicht geringen Schwierigkeiten verbunden. 
Das Resultat, welches durch die Lósung der Gleichung (7) in Bezug 
auf n erhalten wird, fingiren wir zunächst, indem wir die nachstehende 
Gleichung aufstellen: 


(9) n =n, — ng V = i. V | = —. 
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2 


n (1 i gh) Sa Em cem 


unsere Aufgabe ist hiermit auf die Bestimmung der Grössen g,, 9,: 
zurückgeführt. 1 

Durch Vergleichung der Gleichungen (7) und (9) ergeben sich für 
die g, sofort folgende Ausdrücke: 











n VsA 
| = NE cos (sc, — s'e' + B) 
|: sn — su + on 0 
(10) | he À 
ù 4 - V0521 = Liat, EN 
VOS COS SIC ene B 
4, PEU I a, ( 1 Co 1C + By) 


Uu SW z 


Durch diese Gleichungen sind die g,, nun zwar bestimmt, aber noch nicht 
ermittelt, weil die Glieder rechter Hand die noch unbekannte Grósse n 
enthält. In den meisten Fällen, die in unserem Sonnensysteme vorkom- 
men, würde man zwar die betreffenden Grössen durch Annäherungen er- 
mitteln können, allein bei gewissen Werthen der bekannten Grössen würde 
ein solches Verfahren versagen und kann auch nicht die Natur der be- 
treffenden Grössen aufdecken. 

Statt der noch unbekannten Integrationsdivisoren führe ich jetzt an- 
dere Grössen ein, welche einen leichteren Überblick über die Natur der 


Resultate gestattet; ich setze: 
sn — s'n + on = n(2f — g)ysA 
(11) Sn — Sin + on = n(2f, — 91) Vs, A, 


Uu. 8. W. 





Man bemerkt leicht, dass in gewöhnlich vorkommenden Fällen, wo die 
Integrationsdivisoren keine exceptionell kleinen Werthe annehmen, die 


I 2. LE 
———- und die Grössen g, von der 


, 
Sm+1 \ 8m Am 


Ordnung s,,,ys,4, sind; die letzteren haben daher in gewöhnlich vor- 





Grössen f, von der Ordnung 


kommenden Fällen Werthe, die wesentlich kleiner als ı sind. 
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Mit Rücksicht auf die Ausdrücke (11) erhält man aus (10) die 


Gleichungen: 
| ,€08(se, — s'c + D) 





A Are 
2 21, 
cos (s, c, — sic + B,) 
9, E ES p 
2f, gi 
uU. S. W. 


Aus diesen Gleichungen lassen sich die g, durch die f, ausdrücken, und 


zwar erhàlt man: 





(1 2) Uem fas + Vf — COS (S Co ID Sin c nis D) , 


wobei das obere oder das untere Vorzeichen anzuwenden ist, jenachdem 


f, positiv oder negativ ist. — Ferner ist: 





^ 2 EAE EET) \ 
2 E Im = je a \ Ta mn COS (Smo =; Sn C ES B,) 


UT 


Mit Hülfe dieses Ausdruckes finden sich aus den Gleichungen (10) Werthe 
der Integrationsdivisoren, womit folgende Entwicklungen für » und c 


erhalten werden: 
/A 
V —eos(se, — sc + B) 


s 














(13) N-—NYT -- ——— 
2 f + Vf? — eos(se, — se + B) 
—1 cos(s,c, — sic +-Bı) 
4r = EGRE 
f, + Vfi— eos(s,c, — sc + Bi) | 


sin(se, — s'c' + B) 
s[f + Wf! — cos(se, — sc’ + B) 








sin (s,c, Fe. SIG + B,) 
ah Evia sosta, ae +B 





u 








Man bemerkt leicht, wenn man sich der oben gemachten Voraussetzung 
hinsichtlich der doppelten Vorzeichen erinnert, dass diese beiden Reihen 
immer convergent sind, wenn von den f, kein einziger kleiner als r wird. 
Sie konnen aber auch bei kleineren, oder gar verschwindenden Werthen 
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von den f, convergiren, wenn nur die Winkel s,,c, — s;,c' + B, gewissen 
Bedingungen genügen. Statt diese aufzusuchen werden wir die betreffen- 
den Reihen in einer Weise umformen, dass die Convergenz derselben sich 
leichter übersehen làsst. 

Wir ersetzen die f, durch andere Grössen £,, indem wir die Relation: 


; 9 


9 . I f , , 
(15) fm + (sin 5 (Sm — ned + By) ) = 


un 


feststellen. Uberdies setzen wir zur Abkürzung: 


(S, Co d SC’ =F B,,) = D 


m 


| — 


und erhalten nun: 


1 — ky cos D, 
2 TES a VAT — Am COS Im 
ae COD (SEC) ES Sn C E B,) = » 


m 


hm 
eg 
f2 ce WS i, sin D, 
ci 2 
km 


Hiermit finden sich: 





DU EN 2 ni 
V1 — k,, sin D, — Vi — kn cos D» 
Im = k T 
im 





VIE sm DA Vile E COSS , 
Ms Ec In = k ? 
m 





und die Reihen (13) und (14) nehmen nun die folgende elegante Gestalt an: 


| VES cos2D 
s 


16 N, — AI. —— : 
ee " | v1 — &* sin D" + y1 — k° eos D* 


A 
k, v4 cos 2D, 
"i = 


VI — ki sin D? + Vi -- ie cos Di 














IN las: k* sin2D 
s[y1 — k° siu D? + V1 — k? cos D | 








d ki sin2D, 


& [V1 — E sin D? + V1 — K cos D!|” 
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Man sieht an diesen Entwicklungen sofort, dass sie convergent sind, so 
lange keine der Gróssen £, der Einheit übersteigt, und hieraus folgt auch 
die Convergenz der Reihen (3) und (5) abgesehen von den mit F und F, 
bezeichneten Gliedern. Bei diesem Resultate bleiben wir vorläufig stehen 
und wenden uns zunächst an die Bestimmung der Grössen g,. 

Von den wahren Integrationsdivisoren, welche durch die Gleichungen 
(11) bestimmt sind, unterscheiden wir die apparenten Integrationsdivisoren, 
deren Werthe man auf Grund von Beobachtungen unmittelbar kennt, 
oder doch als bekannt annehmen kann. Diese Divisoren werden mit dem 
Werthe », in derselben Weise zu berechnen sein, wie die wahren mit 
dem Werthe »; sie sind daher durch den folgenden Algorithmus gegeben: 


e PT = putin EU \ ae / \ 
) sn, — SR + on, — n,€ — nwsA (2f — 9g) — (s + a(n — n,) 


(18) 





Am SIE M pe f d (s \ / 
SM — $8. + a, ny = Ne; = nys, 4,(2f, — 9,) — (8, + o)(n — 2, ) 





I SW. 


Indem wir uns der Relation (9) erinnern, kónnen wir diese Gleichungen 
auf die nachstehende Form bringen: 


e = yd (2f — g) + (8 + a — eg \ rg Ve ae a) 


dm LAT (ef, MIT (S, + AS e,)(9 Vc a V 2 Tee .) 


bi 





In diesen Gleichungen ersetzen wir die Differenz 2f, — 4, durch den 


Werth: 
cos2D,, 
Jin 


und beachten die Relation: 
$n + Pin En = Sm ox 


es findet sich alsdann, indem wir die Bezeichnung: 


An = V3m Am cos 20. 
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anwenden, das System: 


ZEIT 


su 


e = + (ay + +9, 





(19) 


“ mi n 


Ee VE en Va 





Jim :] 


Zwischen zwei und zwei dieser Gleichungen kónnen wir die Reihe: 


/ /4; 
IV Ute De 


eliminiren, und erhalten dann Relationen zwischen zwei g,,-Werthen. Dabei 


, 


bezeichnen wir durch > und zwel beliebige Indices und setzen: 


E., = A 
p = 6,5, (ADR 


ry? 


Das Eliminationsresultat wird nun: 





74 , 
E 4,8, Oy Sy) 
HE =e bes i 
ay Ir 
‚oder: 
/ Y Gy Spy 
(20) I, = r ri 


—— ÁÀ 
ay 8 — Ey» gr 


Lassen wir in dieser Formel den Index r’ die Werthe der ganzen posi- 
tiven Zahlen, inclusive Null, annehmen, und substituiren wir die in 
solcher Weise erhaltenen Ausdrücke der Coefficienten 9, g,, g,, ... als 
Functionen von g, in die Gleichung: 


Ar 4 n' | A / A, 

ie mu (ve tayo) 
TE 

Gr 





so findet sich: 














Gr an 
(2h) e£, ——--s?— He : 
: Ir un SRE 
r 0 D — 2r19r 
LA Ag 
/ Ar—ı Ay4y 
Sr—1 / Ar vel 
M ak en. 
, (Ur , 
$,—10, — E, ,r—1 Yr Sr Er 8414, — By 41 Gr 
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Diejenige Wurzel dieser Gleichung, welche unserer Aufgabe entspricht, 
erhält man sehr häufig leicht genug durch Annäherungen, indem man 


von dem Werthe: 








y | 
QU /A A Tee 
Run y Ext eae | 2 = 
P,— 8, = (o V = ae ib V s, Terra 1 


ausgeht. Hat aber e, einen solchen Werth, dass der Nenner dieses Aus- 
druckes sehr klein werden kann, so versagt die angedeutete Methode. 
Solche Fälle sind es eben, die wir jetzt etwas näher betrachten wollen. 
Vor Allem müssen wir den Werth von E,, etwas näher untersuchen. 
Zu diesem Zwecke setzen wir in dem oben gegebenen Ausdrucke für diese 
Grösse die Werthe: 








n 
G. Sn en + 65 CIS TS 5 + a, 
uU 


und erhalten soinit: 





(22) E,, = 8,80 — 8,8). + $70, — $8.0, 


Hieraus schliessen wir unmittelbar, dass in der Regel £,, keine kleine 
Grösse bedeutet. Die Differenz s,s’ — s,s) ist nehmlich eine ganze Zahl 
während die folgenden Glieder eine irrationale Grösse bezeichnen, deren 
Werth nur in Ausnahmefällen einer ganzen Zahl sehr nahe kommen 
kann. Derartige Fälle können aber offenbar nur bei sehr grossen Werthen 


" . I I P 
von r oder »' eintreten, d. h. nur wenn = oder — als Grössen von der 


r $s, 
Ordnung der stórenden Kraft anzusehen sind, woraus folgt, dass der ent- 
sprechende Coefficient A, oder A, eine äusserst kleine Grösse bedeutet. 
Ein besonderes Interesse bietet der Fall dar, wo der Gleichung: 


8. Sf 0, =0 


, 


streng genügt wird. Mit Rücksicht hierauf erhält man aus der Gleichung 


(22) den Werth: 
EB, , = — si(s, — Sn + o,); 


die E-Coefficienten sind demnach den wahren Integrationsdivisoren pro- 
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portional, wenn ein einziger dieser Divisoren verschwindet, und diese Regel 


gilt auch für E 


mr 


weil 
So bald: 


hat man auch nothwendig: 


, . 
Is — sie] Lal: 


, 


und bei wachsendem 7 wird die Differenz s, — si immer kleinere 
Werthe annehmen, so dass die Grösse E,, nach und nach auf das Glied: 
— 5.9, reducirt wird. 
Der Coefficient 5, ist nun in der Regel eine Grösse von derselben 
Ordnung wie —5,, also von der Ordnung eines Productes aus der stö- 
> = 


renden Masse mit der Zahl s,. Da aber unserer Voraussetzung nach: 


I 





6, = — (s, — Sip) = + 


8,41 


so ist das Product o,s,,, und noch mehr die folgenden Producte: o,s,,,. ... 
als Grössen nullter Ordnung oder sogar als grosse Zahlen anzusehen. Fälle, 
wo unter den Coefficienten a. sehr kleine Werthe vorkommen, sind nun 
allerdings nicht undenkbar, müssen aber als Ausnahmefälle angesehen 
werden, weil sie, wie man sich leicht überzeugen kann, äusserst un- 
wahrscheinlich sind." Wenn aber die späteren Divisoren auch nur den 
Betrag von Grüssen der Ordnung o hätten, so wären doch die Coefficienten: 


Oy! 


a 
Man kann sich das betreffende Glied abgesehen von den constanten Coefficienten 
als dureh. Entwicklung von Produete der Form: 
eos p|(ı — c)nt + G] eosq((1 — c)wt + G'] sium[(» — w)t + HJ 


entstanden denken. Es bedeuten hier: p, q und m ganze, positive Zahlen, G, G' und H 
constante Winkelgrüssen, und endlich ¢ und c kleine Grössen von der Ordnung der stü- 
renden Kraft. 


Es findet sieh hieraus das Argument: 


m — p(t — g)nt — [m + q(1 — d))wt + mH — pG — qG* 
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als sehr kleine Gróssen anzusehen, erstens, weil a, eine Grósse von der 
Ordnung o als Factor enthält, und zweitens weil a, ausserdem mit einem 
sehr kleinen Factor von der Ordnung e**-** multiplicirt ist, wobei e eine 
Grösse von der Ordnung der Excentricitáten bezeichnet. 

Wir betrachten jetzt den Fall, wo: 


8, — Sp + o, = 0 


und 2 einen im Vergleich zu 4, zwar sehr kleinen aber doch endlichen 


Werth hat. Es findet sich nun: 


EH, = Ss, (s, — Ss. + 0) — 8,0 


Da wir fortwährend »'- r annehmen, ist s; als eine sehr grosse Zahl 
anzusehen. Obwohl nun 92 eine sehr kleine Grösse bedeutet, kann das 
Product s.9 demnach doch eine Grösse nullter Ordnung sein, und ist 
auch in der Regel als eine solche zu betrachten. Die beiden Glieder im 
Ausdruck für E,, sind ferner derartig von einander unabhängig, dass sie 
sich nur zufällig, d. h. hier, in einem sehr wenig wahrscheinlichen Falle, 
aufheben können. Wir schliessen daher, dass die Grössen E,, — ab- 
gesehen von Ausnahmefällen, deren Betrachtung wir als für unsere Un- 
tersuchung unwesentlich bei Seite lassen — nicht sehr klein sind, oder, 
mit anderen Worten, dass sie als Grössen nullter Ordnung anzusehen 
sind. Anderseits sind sie jedoch immer wesentlich kleiner als die ent- 
sprechenden ganzen Zahlen s;. 

Die Gleichung (21) erhalten wir etwas übersichtlicher, wenn wir für 
g, eine neue Unbekannte z, einführen, welche durch die Gleichung: 


Dy 


ais 


Tr 
woraus folgt, dass nachstehende Gleichstellungen gemacht werden künnen: 


8, = m —p 


8, = m + q 
B, = mH — pG — qG' 


: I ; I ; 
o, =potgs =-(p+ qc + €) + z Up — NE — e) 


Weil nun die ganzen Zahlen p und q an die obigen Bedingungen gebunden sind und also 
nicht’ beliebige Werthe annehmen können, so ist ein sehr kleiner Werth von a, wenig 
wahrscheinlich. 


Acta mathematica. 9. Imprimé le 9 Février 1887. 91 


21 
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gegeben ist. Es findet sich nehmlich: 


EE ys 
; ca DIN) 
8 8 




















TL 
(23) D, Cp en uh e misit 

N, S Ly — E, o 8t, — E, 

ALS A, 4,41 

Gy—1 s ay E Gy 1 
$,—1 Sr Sr+1 
+= + — © + = +... | 
Sr—1 Er — E, r—1 Srdy 8541 Lr — Hi, r+1 


Hieraus lässt sich der Werth von x, durch Annäherungen ermitteln. 
In der Regel wird man den Zweck erreichen, wenn man in der ersten 
Annäherung alle Glieder von dem Gliede 


à V An 
’ r+1 
o À 8541 


— s? 








, 
N, $410, — E, r+1 


an bei Seite lässt. Man erhält somit eine endliche Gleichung (r + 2)" 
Grades, deren hier brauchbare Wurzel in gewóhnlicher Weise aufgesucht 
werden muss. Als brauchbar kann aber nur die Wurzel bezeichnet 
werden, welche zu einem Werthe von g, führt, der kleiner als r ist. 
Giebt es keine solche Wurzel, so ist die hier befolgte Integrationsmethode 
hinsichtlich des entsprechenden Gliedes nicht anwendbar. 

Sehr häufig wird man die Gleichung (23) auch in der folgenden 


Weise auflósen kónnen; man bezeichne: 




















= 1 
2h, d r 5 1 5 = EI , à E OD 
le F8 0 ee Du 
Api Arii 
Gr--1 ? Er+1 = 
°r—1 r4-1 
Le $f, 
Sr—1 Ur — Hr Sr+1 — Lr,r+1 
n' 4 
, ] Ar 
8, = Sia,—\/ —; 
Pr ret mn, 8, 
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und man findet: 


gy = h, + Nh — |. 
also einen Werth, für deren Brauchbarkeit die Erfüllung der Bedingung: 


h, > B. 
erforderlich ist. 

Die Grösse h, wird bei dieser Rechnung allerdings als bekannt vor- 
ausgesetzt, wührend sie in Wirklichkeit jedoch die unbekannte Grösse c, 
enthalt. Die Berechnungsmethode bleibt aber anwendbar, wenn die An- 
näherungen conyergiren, welche man dadurch einleitet, dass man für x, 
irgend einen Näherungswerth, z. D. e, in den Ausdruck für h, einsetzt 
und hiermit einen verbesserten Werth von x, berechnet. 

Endlich mag noch hervorgehoben werden, dass die ganzen Zahlen 


, 


A c Tu . A . 
s, und s, aus dem Verhältnisse y = = und nicht aus dem Verhältnisse 


nm 


w B ; 
— gefunden werden. Im Anfang einer Rechnung, wo nur n, bekannt 


N, 


ist, können daher nur die ersten dieser ganzen Zahlen gefunden werden; 
die späteren ergeben sich nach und nach in dem Maasse, wie die mitt- 


lere Bewegung n genauer gefunden wird, 


HN 


Wenn bei einem characteristischen Gliede der entsprechende Werth 
von g, oder Ak, der Einheit sehr nahe kommt, oder wenn letztere 
Grósse die Einheit übersteigt, sage ich, dass das Glied kritisch wird, oder 
nenne dasselbe ein kritisches Glied: nach dem, was oben auseinanderge- 
setzt wurde, ist also das auf ein kritisches Glied folgende characteristische 
Glied sehr hoher Ordnung hinsichtlich der Excentricitäten und Neigungen, 
und es muss überhaupt als eine Ausnahme angesehen werden, wenn von 
diesen folgenden Gliedern das eine oder andere wieder kritisch wird.’ 
Wir sahen nehmlich wie im Gegentheil die Divisoren der späteren cha- 





' [n unserm Planetensysteme würde die Ordnung des auf ein kritisches Glied fol- 


genden charakteristischen Gliedes sich wenigstens auf mehrere Hunderte belaufen. 
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racteristischen Gliedern derartig vergrössert erscheinen, dass eine durch 
die Integrationen hervorgerufene Vergrösserung der betreffenden Coeffi- 
cienten nur ausnahmsweise zu erwarten ist. 

Bei der Methode, durch welche wir im vorigen Abschnitte die Glei- 
chung (2) integrirten, wurde stillschweigend vorausgesetzt, dass die Di- 
visoren nicht unter eine gewisse Grenze herabsinken, denn im andern 
Falle hätte man zwar für c, und n, in den Gleichungen (7) und (8) 
convergente Entwicklungen finden können, allein die Convergenz der, 
durch die Gleichung (8) gegebenen Entwicklung der Function 7, wäre 
hiermit noch keineswegs sicher gestellt. Unsere Resultate bestehen daher 
bis jetzt wesentlich nur darin, dass wir von den Entwicklungen (7) und 
(8) sagen kónnen, dass sie convergiren, wenn die durch die Gleichung 
(15) gegebenen Grössen A, nicht die Einheit übersteigen. Wir werden 
aber nun unsere Untersuchungen dahin ausdehnen, dass wir von einem 
characteristischen Gliede annehmen, es könne kritisch werden; im Übrigen 
behalten wir die früheren Voraussetzungen bei, d. h. wir denken uns die 
folgenden Nenner: s, — sin — sn, u. s. w. nicht so klein, wie sie bei 
dem grossen Betrage der ganzen Zahlen s, und s; und dem von derselben 
abhängenden Werthe von s, nur ausnahmsweise sein können. Bei dieser 
Annahme muss die im vorigen Abschnitte befolgte Integrationsmethode 
durch eine andere ersetzt werden. Es wird uns hierbei vor Allem dar- 
auf ankommen, das kritische Glied von den übrigen zu trennen, wonach 
diese nach der soeben erwähnten Methode integrirt werden können. 

Um den bezeichneten Zweck zu erreichen, zerlegen wir die Function 
Z in zwei Theile Z, und Z, und bestimmen diese Theile aus den Glei- 
chungen: 


d'Z, 





(1) EIN e n°A sin (s¢— s'C' + ont + B) + M — WN 
2, 12 c1 FE gr =: 
() "Tu — nns se + ont + B)+...—M+N 


Mit den hier eingeführten Functionen M und N verfolgen wir, ebensowie 
mit den früher eingeführten analogen Functionen, den Zweck, Glieder 
gewisser Form von der einen der obigen Gleichungen zu der andern 
überzuführen, 
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Wie im vorhergehenden Abschnitte setzen wir auch jetzt: 
& = c+ nt 
E =c+ ni + Z + 06 
— 06-4 nt 4- Z, + Z + 0€ 
und erhalten durch Entwicklung nach den Potenzen von Z, + 0%: 
sin (s£— s'C + ot + B) 
= sin [se — s'e' + (sn — s'n' + on)t + sZ, + b] 


s(Z, + 0) 
dmi 





cos [se — s'e' + (sn — sw + ont + sZ, + B] 


— tm [se — s'e' + (sn — s'n' + on)t + sZ, + B] 


Weil nun die Function Z, + 0%, wie man hier anzunehmen berechtigt 
ist, aus lauter Sinusgliedern besteht, so enthalten die ungraden Potenzen 
dieser Function ebenfalls lauter Sinusglieder, die graden Potenzen dagegen 
Cosinusglieder, nebst einer nothwendig positiven Constante. Diese con- 
stanten Glieder bezeichne ich durch h,, h,, ..., und bestimme die Func- 
tion .N aus der Formel: 


s(Z, + df) 


N=— nA el s'c' + (sn — sn + on)t + sZ, + B] 
URL SEC Wants iy P 
+ n?A —2— — 7 cos [se — s'e' + (sn — s'n' + on)t + sZ, + B] 


1832/73 E 


* sin[se — s'e' + (sn — s'n' + on)t + SZ, + B] 





(Z, + 80! —h 
I.2 


+ n?As? 


e (Z, + dE) —h 
— mAs Sl — d 


v TL - sin [se — s’c’ + (sn — s'n' + on)t + sZ, + B] 
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Aus der Gleichung (1) findet sich hierauf die nachstehende: 


| dt, 
(3) PT 
; { s? sth MR 
= — n?A( i hs + LESE te ) sin [se — s'e' + (sn—s'n' + on)t + sZ, + B] 
\ ~ _— I . / 
a E 


und wir denken uns endlich die Function M so bestimmt, dass Glieder 
mit dem Argumente: se — s'c' + (sm — s'n' + on)t + sZ, + B, welche 
etwa in der Gleichung (2) entstehen können, mit dem Gliede rechter 
Hand in der Gleichung (3) ohne weiteres vereinigt werden. Wenn wir 
uns also den Coefficienten A in entsprechender Weise abgeändert denken, 
so kónnen wir das Glied M ohne weiteres bei Seite lassen. 

Es entsteht also nun eine Gleichung, die wir etwas vereinfacht 
schreiben werden, nachdem wir die Bezeichnungen: 


2V = (sn — sn + on)t + sZ, + sc — s'e' + B 





a = sA(1— = + shy a a 


festgestellt haben. Wir finden: 


dV 


. = — an’ sin V cos V 
dt? 





Durch Integration dieser Gleichung ergiebt sich unmittelbar, indem wir 
die Constante durch 7^4»? bezeichnen, 


dV? 2 9 2 9 + 
Lar) = pn — a°n° sin V’, 


und durch die zweite Integration, bei der wir die hinzutretende Con- 
stante durch € bezeichnen, entsteht die Gleichung: 


a 


(4) V = am (ynt + C), mod k = 


ES 


Es wird also auch: 


dV 
(4) qo ba 
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In der Gleichung (4) haben wir cin Resultat gewonnen, welches leicht 
in bekannter Weise entwickelt werden kann. Hierauf erhält man unmit- 
telbar den Werth von Z,, dessen erstes Glied mit dem ersten Gliede des 
durch die Gleichung (5) im ersten Abschnitte gegebenen Werthes von Z 
übereinstimmen muss, nachdem man das Argument dieses Gliedes in der- 
selben Weise entwickelt hat, wie in diesem Abschnitte zur Herstellung 
der Gleichung (3) nöthig war. Auf die Identität dieser Resultate, welche 
übrigens nur unter der Bedingung stattfindet, dass 


Jeu 


habe ich nur vorübergehend hingewiesen; wir werden im Folgenden von 
derselben keinen Gebrauch machen. 


0 dZ 
Die Werthe von c 4- Z, und » + zT c 
t — o gelten, bezeichne ich durch e, und n,. Diese Grössen sind aller- 


dings nicht identisch mit den früher unter denselben Bezeichnungen ver- 





welche für den Zeitpunkt 


standenen Gróssen, sie unterscheiden sich aber von diesen doch nur wenig, 
und kónnen bei den jetzigen Untersuchungen die Stelle der letzteren ver- 
treten, da man übersehen kann, dass die Unterschiede beider mit Leich- 
tigkeit ermittelt und in der Rechnung berücksichtigt werden könnten. — 
Indem wir uns überdies der Bezeichnung: 


D — (se, = se + B) 


D | = 


bedienen, erhalten wir: 





Dame; 
und: 


Lc, 1V 
sn, — s'n' + on = (7) = 2yndnC 
GU / 9 


Setzen wir nun: 


4 al / — 
sn, — SN + on = 2ayn, 


so wird: 
N I - 
2% =-dnC 
N 7) 


oder: 


ACD ee " 
yk? = 1 —%k’snl? 
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Anderseits haben wir aber: 


k? sin D? = k*snC?, 


so dass die Gleichung: 





p TS py es 
unmittelbar erhalten wird. — Bezeichnen wir noch: 
wat 
so entsteht die Gleichung: 
(5) f + sin D! — a 


welche mit der Gleichung (15) des vorigen Abschnittes bis auf Grossen, 
die hier nicht in Betracht kommen, identisch ist. Eine strenge Verglei- 
chung mit den Resultaten des vorhergehenden Abschnittes ist überhaupt 
auch nicht nóthig, weil die Convergenz der daselbst gegebenen Reihen 
nicht nothwendig aufhört, wenn die Grössen £, um sehr kleine Beträge 
die Einheit übersteigen; es genügt, dass die Grössen k, sin D,, und £, cos D, 
kleiner als 1 bleiben. Bei der jetzigen Lösung kann aber der Modul X 
beliebig gross werden, ohne dass die durch die Gleichung (4) angegebene 
Form des Integrales aufhörte richtig zu sein. Dem ungeachtet ist es in 
mancherlei Hinsicht vortheilhaft, das Resultat durch elliptische Functionen 
auszudrücken, welche dem Modul 


entsprechen, wenn der Modul 4 die Einheit übersteigt. Man findet nun 
leicht, auf Grund einiger bekannten Transformationsformeln, 

sn V = Isn(ant + C) 

cos V =  dn(ant + Cj) 


dV 
dt 


(6) 
| — ynen(ant + €) 
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wo: 


gesetzt worden ist. 
Weil nun die Entwicklung von en(at + C,) kein constantes Glied 

enthält, so kann auch nicht die Function: 
dV d 


Z 
19 = S'n' 9 
Penn ST To +8 





x : dZ : s 
ein constantes Glied enthalten. In a kónnen wir aber ein solches Glied 


nicht voraussetzen, wenn x» die Bedeutung der mittleren Bewegung hat; 
wir schliessen daher, dass: 





(7) sn — sn + on — o 


Setzen wir in den vorstehenden Gleichungen: t = o, so gewinnen 
wir die Werthe: 


sin DZ sns 


—c— (gn C, 


Die Summe der Quadrate dieser Gleichungen giebt uns: 
f? + sin D? — /? 


also ein Resultat, welches bereits oben durch die Gleichung (5) nach- 
gewiesen wurde. 

Wenn k <1, muss die Grösse sn — s‘n’ + on offenbar gleich dem 
constanten Gliede in der Entwicklung von 2yndn(ynt + C) sein. Diese 


Bedingung giebt uns: 
(8) $n — SN + on = pn 


wobei wir, wie üblich, durch K das vollständige elliptische Integral erster 
Gattung bezeichnen. Ziehen wir von dieser Gleichung den Werth: 


tp! Li 
sn, — s'n' + on = 2yndn( 
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ab, so bleibt: 


s(n — n,) = mn dn C), 


ein Werth, aus welchem wir auf Grund der Beziehung 


ndnC = znk = e 
/ 
den folgenden erhalten: 
s(n—n,) = 2 a Cr dn C) r 


/ 


Für den Fall aber, dass À > 1, haben wir: 
sn, — sn’ + on = 2ynen(, 


und diesen Werth ziehen wir von der Gleichung (7) ab. Wir erhalten 
somit: 
s(n —n,) = — 27ncnC, 


Für die Beziehung zwischen » und n, haben wir also zwei ver- 
schiedene Ausdrücke gefunden, den einen gültig für den Fall: k <1, 
den andern für den Fall: k > 1. Diese Ausdrücke sind aber nicht nur 
formell von einander verschieden, d. h. so, dass sie durch Transformation 
auf einander reducirt werden kónnen. Wenn wir also » als Function von 
n, und % betrachten, so schliessen wir auf Grund des erwähnten Um- 
standes, dass » nicht eine synectische Function dieser. beiden Variablen 
ist, sondern dass im Punkte k — ı eine Unterbrechung der Stetigkeit 
stattfindet. 

Die Formeln, welche zur Berechnung von k und € oder von / und 
C, dienen, werden wir jetzt unter einer von der früheren etwas abweichen- 
den Form angeben, wobei wieder die Discontinuität der betreffenden Re- 
lationen hervortreten wird. Aus der Gleichung: 


= ’ 
ayn, = ryndnC 


oder: 
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erhalten wir auf Grund der Gleichungen (7) und (8): 


s'n’ 21.7» 
(s+ on, .lenC, 


sn ak 


a dn C 
(s +o+ rn. 


Zu diesen Beziehungen kommen die bereits angegebenen. Wir haben also 
die beiden Systeme: 











snC = sin D 
cnC — cos D 
1 "MENS 
;dnC = qno yel 
1 
k* rw 1 - NY 
S + a+ rz) 
sn 
lsnC, = sin D 
T (s + a)n, 
lenC, = y RE 
(i 


ja Ae sin D? 


AT 
sn 


In Fällen, wo & oder / der Einheit sehr nahe kommt, sind diejenigen 
Formelsysteme den. vorhergehenden vorzuziehen, welche man durch Uber- 
gang auf die complementären Moduln % und / erhalt.. Es. findet sich 
mit Hilfe bekannter Transformationsformeln: 
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sn(iC, k’) = i tang D 


en (iC, k’) = —— 











(III) I In (iC, & (s tod rg)" 
„ind ,K)= y s'n' cos D | 
4 rd 2 
| +o+ ra) 
hc 00 (s = ) 
a= cos D* — 7*\- sn’ / 
DET |, $n sinD 
sn(iC;, 0’) = ' 3G + on, 
I P D REN kee 
zent, EL 4(8 + on, 
(IV) 
; PE S s" cos D 
jene bes em 
DOREEN Lee PE a(/(s + o), V 
DARCOS) 7 ( sn 2j 
Für: 
k = l a 
oder: 
=l=o 


g . ES . . T 
fallen alle die angeführten Systeme zusammen, weil das Glied ry ver 


schwindet; im Übrigen lassen sich die Systeme (I) und (II) oder (IIT) und 
(IV) nicht auf einander zurückführen. 

Die Discontinuität, welche sich in den vorstehenden Beziehungen ma- 
nifestirt, findet man nicht in den verschiedenen Formen wieder, durch 
welche die Function V durch die Zeit ausgedrückt werden kann. In den 
Gleichungen (4), (4' und (6) haben wir bereits zwei dieser Formen ge- 
geben, diejenigen nehmlich, welche den Moduln % und / entsprechen; die 
beiden noch übrigen entsprechen den Moduln % und’; sie finden sich 
mittelst bekaunter Transformationsformeln wie folgt: 


bo 
bo 
— 
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sin V = — i tangam [i(ynt + €), K') 


I 


(9) cos V = en[i(ynt + ©), À] 


74 ,, dele (ent + 0), K] 
at 7" en(i(rnt + C), E] 
sin V = — il tang am [i(ant + C), 7] 


dn E(ant + €,), 11 
en[i(ant + C,), l'| 





(10) cos V = 


dV — Do py : 
dt. en{i(ant + C,), 0] 





und diese beiden Systeme kónnen aus einander abgeleitet werden, indem 
man sich der Transformationsformeln bedient, welche für den Übergang 


vom Modul k’ auf den Modul i5 = l| gültig sind. 

Die Entwicklung der Functionen sin V, cosV und = in trigono- 
metrischen Reihen mit reellem Argumente würde bei sehr kleinen Werthen 
von k’ oder /’ offenbar so wenig convergent sein, dass ihre Anwendung 
nicht als zweckmässig erachtet werden kann. Für solche Fälle, die aller- 
dings zu den Ausnahmen gehören, müssen wir uns demnach nach anderen 
Entwicklungen umsehen, und dabei namentlich darauf Rücksicht nehmen, 
dass etwa später auftretende Quadraturen analytisch ausgeführt werden 
können. — Die nach den Potenzen von Exponentialfunctionen fortschrei- 
tenden Reihen, an die man hierbei zunächst denken könnte, erweisen sich 
bei näherer Überlegung auch nicht, wenigstens nicht direct, als anwend- 
bar, weil sie nicht beständig convergiren. In der Darstellung der ellip- 
tischen Functionen durch Folgen von Partialbrüchen haben wir aber einen 
Ausgangspunkt, aus dem wir Entwicklungen herleiten können, welche 
unsern Forderungen genügen. 

Wir bezeichnen, um eine kürzere Schreibweise zu gewinnen, 


mt+C=u; 


dann wird: 
ant + C, = ku 


bo 
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Ferner wenden wir, neben der üblichen Bezeichnung: 


RE 
q=e * 
auch die folgende an: 
K 
g=e * 


In der Theorie der elliptischen Functionen werden bekanntlich nach- 
stehende Entwicklungen gegeben: 








zu xu 
5 sn (iu, k^) 7 I a (— 1)"q ng K 
nd rm it = 
en(@iu,k’) kK|2 | _7# 7 7m 
I+e TU ipd gen 





n eee nie 


p LLL 


er + qe * 











(1 1) zu zu zu 
I 7T | e 2K (= qe? es dye | 

mE) uer a Cx gU p ee 

Ide A 1 + g?'eK 1: + qe K 

Er E ETICA 

dn (Zu, k') 7 | e 2K ques q"e 2K | 

cose) d CENE soe ene 

1 +e K 1 gune® p^ q?^e K 





bei denen die Summationen von # = 1 bis n = co auszudehnen sind. 
Diese Formeln, welche unmittelbar die Entwicklungen des Systems 
(9) geben, sind in der Hinsicht bemerkenswerth, dass die darin vorkom- 
menden Nenner unverändert bleiben, wenn man 4' gegen — 4' vertauscht. 
— Weil nun das Formelsystem (10) aus dem Systeme (9) ohne weiteres 


ik ^ 
erhalten wird, wenn man k’ durch Y? oder, was dasselbe ist, g’ durch 


— q' ersetzt, und weil die soeben angeführten Entwicklungen ebenfalls 
für negative Werthe von g’ gültig und für die geeignete Darstellung der 
betreffenden Functionen anwendbar bleiben, so lassen sich diese Func- 


tionen — es sei, dass sie durch die Gleichungen des Systems (9) oder 
durch die des Systems (10) gegeben sind — durch Entwicklungen an- 


geben, die noch gültig bleiben, wenn man sich 4' als veränderlich denkt 
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und dabei für dieselbe. Werthe annimmt, die abwechselnd positiv und 
negativ sein können. 

“Um das Verhalten der in Frage Eehenden Formeln beim Übergange 
völlig in’s Licht setzen zu können, bedienen wir.uns der Bezeichnungen 
L und: JL’ zur Angabe der vollständigen elliptischen Integrale erster 
Gattung, welche den Moduln / und /’ entsprechen. Bekanntlich geht nun 


m : : nr ek = 
K' in !L’ über, wenn 4' negativ wird, oder wenn # in X übergeht. 


Auf Grund der bekannten Entwicklungen: 














2K Ag 49° - 
= I : 
= gun eat 
2k — 4q E 4q 
T 1 +4g° 1+q* 


schliessen wir nun auf die Relation: 








DER 477» 
lt...) en uei eu 


: $ " : A a : Tu . a 
und hiermit eröffnet sich die Möglichkeit, das Argument — in zwei- 








2K' 
facher Weise auszudrücken. Wir haben nehmlich: 
mJ wnt + C 
Di ot í e 
- E Aq 49 ity: 





nz 


Wird nun g’ negativ, so geht dieser vus in den folgenden über: 














xu oum + C 
DG "e 4q 49° 
I + q° IDE q* 
=. L(rnt + C) 
pate...) 149 
ie ge y as 
= t + C T 
"s E : ad? = = 37 (ant + Ci) 
4 
ee 








Der Algorithmus, durch welchen die Entwicklungen (11) dargestellt 
wurden, bietet nicht die nóthige Bequemlichkeit dar, weil ein jedes Glied 
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der unendlichen Reihen für einen gewissen Werth der Veränderlichen « 
grösser wird als die Glieder vorher und nachher. Die betreffenden Reihen 
sind zwar convergent aber der Punkt, wo die Convergenz anfängt, ver- 
schiebt sich und ist als eine Function von « anzusehen. Um gleichförmig 
convergente Entwicklungen zu erhalten, müssen wir die Veränderliche 
innerhalb gewisser Grenzen einschliessen, wozu folgende Schritte nöthig 
sind, welche, wie wir später sehen werden, die Anwendbarkeit der Ent- 
wicklungen auch über die gezogenen Grenzen hinaus nicht verhindern. 

Es sei nun m eine positive oder negative ganze Zahl, die wir so 
bestimmt denken, dass die Grösse w in der Gleichung 


w = 2mK + o 


immer zwischen o und + 2K eingeschlossen bleibt. Auf Grund der 
Periodieität der elliptischen Functionen ergeben sich hiermit aus den 
Entwicklungen (11) die nachstehenden, deren Richtigkeit man übrigens 
leicht direct verificiren kann, 

















= — OK) roe 
en D gr ese, Mae gS NOU Inu 
en (220 , k^) kk’ 2 Im DEL) ; 0 
Df CR + ce I+e # 1+g'e & 
13 ——(2K—w) 
q'e 
> + —eL : 
1+g'e EI 
zw zu 
= —\— (2K —o) | a , 
I ( es e 2K K ge 2K 
ye — —1) a x — - = = 
en (vw, k') kK zu ERO) BU 
Ite K Ite À L4-q"e # 
(12) 
- MED m) | 
!o 92K 
+ 
- + " ——(2K—w) 
ge 
TU 7 zw 
FA : en — = (2K—w) = 
dn (in, A.) ee ai e es a 20 o c 
en (iu, k') K ee EU OK- Ww) nu 
1+e K I+e K I 4-2" e K 
ER) | 
, 2K 
dorer 
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Die Entwicklung eines Gliedes der Form: 





kann unmittelbar nach den steigenden Potenzen von q’”e~** ausgeführt 
werden, wenn die ganze Zahl » grösser als o ist, und convergirt dieselbe 
immer sehr schnell, da der Factor gq’? eine äusserst kleine Grösse be- 
zeichnet; wenn aber der Fall eintritt, wo » = o, ist die Convergenz der- 
artiger Potenzenreihen nicht mehr gesichert, wesshalb wir uns nach anderen 
Formen für die betreffenden Entwicklungen umsehen müssen. Zu diesem 
Zwecke bedienen wir uns der identischen Gleichung: 





Das Glied: 
et ec 2) 


I 
8 
nen daher nach den steigenden Potenzen desselben entwickeln und dabei 
eine, wenn auch nicht sehr rapide, so doch genügende Convergenz er- 
warten. Um die betreffenden Entwicklungen übersichtlicher zu erhalten, 
bedienen wir uns dabei der nachstehenden Bezeichnungen: 


kann offenbar nie grösser als = werden so lange x positiv bleibt; wir kön- 


Ue) = ei — ie) 

UO) — ei —ie (nr) 
U(x) = L ei ER. e) "T. put 
JS 4 gi E 


und allgemein, indem r eine ganze Zahl bedeutet, 


(1 3) U(x) un bcn e-@r+Dz (: were ie she Ca) à 
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Mit Hilfe dieses Algorithmus erhalten wir die Entwicklung: 


—z 


(14) a U9(z) + U%e) 4-..., 
I+e 
womit die betreffenden Glieder der Gleichungen (12) durch convergente, 
nach U-Functionen fortschreitende Reihen dargestellt werden kénnen. 
Wir sind jetzt in der Lage, das Integral: 


(15) J = fe*dnudu, 
0 


wo A eine beliebige positive oder negative, rationale oder irrationale Zahl 
bedeutet, auch in den Fallen analytisch berechnen zu kónnen, wo die 
Grösse q so nahe der Einheit kommt, dass die gewöhnliche trigonome- 
trische Reihe für dnw nicht mehr als genügend convergent erachtet werden 
kann. — Zunächst zerlegen wir das Integrationsintervall in Theile, von 
denen die m ersten den Werth 2A haben, der letzte aber den Werth o. 
Es wird also: 


2K 4K 2nK 2m K-- c 
Ji = at udu + f e?*dn AU + fe” dn udu + fe*dn udu 
0 2K (2m—2)K 2mK 


Die Grenzen dieser Integrale kónnen sehr leicht auf o und 2K oder 
auf o und « reducirt werden. Es ist nehmlich: 


AK 2K 

fedn udu = e fe dnudu 
2K 0 

2mK 2K 

e^" dnudu = proa: dnudu 
(2m—2)K 0 

2nK+w wo 

jene dnudu — Cabe] e" dnudu 
2mK 0 


Man erhält hiermit, indem man sogleich die Glieder summirt, welche 
den Coefficienten des bestimmten Integrals mit den Grenzen o und K 


bilden, 
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D eum 2K e 
(16) J = — fe dnudu > ek fe™dnudu 
L8 
0 0 


I 


Denken wir uns jetzt: k > 1, also / < 1, und bezeichnen wir: 


so wird die Function J durch die nachstehende Formel gegeben: 


(17) je I f e"* cn wdw 
0 


Wir setzen nun: 


w == 2mL +7 


und denken uns die ganze Zahl m so gewählt, dass r zwischen o und 


2L schwankt. 
Zufolge der Gleichungen: 


AT: 2L 

fe" en odo dE CODEM eter wdw 

3L a 

eL 2L > 

[een wdw E E gb. fie en wdw 

4L D 

2mL 2 

gi" en wdw = (— pest aaah rt en wdw 
(2m—2)L ? 

2mL-+r 5 

fe”en wdw. IR (— n giao form en wdw 
2mL D 


ergiebt sich hierauf: 


gi UL pins 2L 


(18) J(l) — sur Lf gi?" on wdw ae gniuL pU el’ en wdw 
I + € 0 0 
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Die Formeln (16) und (18) geben den Anschein, als ob zwischen 
ihnen ein Sprung stattfánde; dies ist aber nicht der Fall. Wenn nehmlich: 


und nun muss offenbar der Werth Null fiir die ganze Zahl m angenom- 
men werden. Man bemerkt leicht, dass die beiden Formeln (16) und 
(18) unter dieser Voraussetzung dasselbe Resultat ergeben, nehmlich: 


2 du 
Jock | 2e 
(19) BERT 


Die Entwicklung der Function unter dem Integralzeichen giebt uns: 


J = 2 fe QU (a) + UO(u) -F...)du 


Die Convergenz dieser Entwicklung wollen wir hier noch untersuchen, 
weil diese nahezu dieselbe ist wie man sie bei den analogen Entwick- 
lungen der Integrale in den Gleichungen (16) und (18) erwarten kann. 
Die Annahme in Bezug auf die Grösse des Coefficienten A, welche für 
uns das grósste Interesse hat, ist die, dass dieselbe sehr klein ist. Wir 
werden aus diesem Grunde, und um die Schreibweise zu vereinfachen 2 
neben den ganzen Zahlen vernachlässigen. Das Integral setzt sich nun 
aus zwei Theilen zusammen, von denen der eine nach den Potenzen der 
Exponentialgrósse e”” entwickelt erscheint, und daher mit wachsendem «» 
rasch abnimmt und sehr schnell convergirt. Der andere Theil, welcher 
durch die Substitution der Grenze o entsteht, reducirt sich auf eine Con- 
stante. Für den Coefficienten des »'*" Gliedes, den wir mit K, bezeichnen 
wollen, ergiebt sich bei Vernachlässigung von À neben n der Ausdruck: 

















je I I n I n nn — I) I 
n ^—l|2m + I I 2n + 3 1-2 2n +5 
I I n I ee n(n — 1) I | 
2"|2n + 3 I 2n + 5 I.2 2n +7 1 | 
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Die beiden Reihen lassen sich in bekannter Weise durch bestimmte Inte- 
grale summiren, wodurch gefunden wird: 


1 
I 
farm 2n ___ m2, nm — | 2n4 2 — pon - 
ne E f^ (1 — x°)"dx x. f^ (1 — x°)" da 
Fa 


Nun hat man aber allgemein: 








2n+1 antl 
2 N e I—2 2n + 1 22 
fora — x°)"dx = — ar — (a”"(1ı — a’) dx, 
4n + 3 4n + 3 
eine Formel von deren Richtigkeit man sich durch Differentiation sehr 
leicht überzeugen kann. Für die Grenzwerthe verschwindet das vom 


Integralzeichen befreite Glied und es findet sich: 


1 


> * 2n + I D 2 
m 
4 4n + 3, 


1 


Hiermit ergiebt sich für X, der Werth: 


1 
6 9 9^ 
„_ Eure jet — ey dz 

8n + 6 2 s 


1 


Lei rana 
8n + 6 2". 








0 


Es ist aber: 





ys DUMONT, 
^— "(2n + 1Y2n + 3)... (2n + 2n + 1) 





Man bemerkt auf Grund dieser Formeln, dass die X,-Coefficienten bei 
grossen n-Werthen nahezu in derselben Weise convergiren wie eine nach 


Y E : 
den Potenzen von $ fortschreitende Reihe, 
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Wir wenden uns nun zu der Entwicklung des Integrales: 


2K 


(20) H(k) = fe™dnudu 


x 


0 
Fir dnw setzen wir hier die Reihe ‘ein, welche in den Gleichungen (12) 
gegeben ist. Nachdem wir die Glieder dieser Reihe nach U-Functionen 
entwickelt haben, erhalten wir das in Frage stehende Integral in Reihen 
zerlest, deren Glieder die nachstehende allgemeine Form haben: 
2K 

Ü ( „au vit QK ») 

/ iu 2K' PL AR 
(21) EC fe (e +e / du 


0 








Es bedeutet dabei » eine ganze positive ungrade Zahl. 
In gleicher Weise zerlegen wir das Integral: 


e 














(22) "HAS fe “dn udu 
b 
Theile der Form: 
Fe : = a " ( "Ic OK ») 1 
3 ji : : e ? du 
(23) : (e, ) Ku € € E : / 
0 
Die Integrale (21) und (23) finden sich nun unmittelbar; es ist 
nehmlich: 
Tu 
à / zu = iAu— tu — 7 (2 Re u) 
Se Vz: ») 2K: e 2K" 
4 e^ e eu? ‚du = — ; 
(A) | au 2K + K j 1 = ae . 
x 2K — U = RE th 


und hieraus ergiebt sich, nachdem wir die Grenzen o und 2K für w 
substituirt haben’ 








vr AK 
En Hk) == aK! Um ) 
= 4 K (yr 
yer 
2K’ 
sig er Arg ya ze 


K (x) pp 
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Durch Einsetzen der Grenzen o und @ findet sich in derselben Weise, 
und wenn wir uns dabei der Bezeichnung 








h=e * 
bedienen, 4 
vn q d 5, thw M 
= —h le" +1 — 
x 2K I5 | : | 
(25) Hl.) = == 
Cat 
" al (2) + [ee — + q ] 
VE 








2 


Mit Rücksicht auf die in (24) und ( 


5) gegebenen Werthe erhält 
man aus der Gleichung (16) den entsprechenden Theil von J, den ich 
mit J,(k) bezeichnen werde. 


Für die Summe 2mK + » setzen wir den 
Werth « ein, und beachten, dass 


onm 
ILE eK 


proxy cotang AK 
Das Resultat wird nun: 


vr = 
aK 0-0? 

(26) dre ms x Tee icotang AK( 
( ) +2 





M IUE, u | 











Zu dieser Formel fügen wir die Bemerkung, dass die Glieder, welche 
den Factor cotang AK enthalten, und also bei sehr kleinen Werthen von 


: Art q 
A sehr gross werden können, von den Exponentialgrössen A und 4 un- 
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abhängig sind. Die Glieder, welche diese Grössen enthalten, werden 
durch den Integrationsprocess nicht vergróssert, sondern im Gegentheil 


: "P 1 
vermindert, weil sie den Factor - erhalten. 
y 


Es erübrigt, die Formeln, welche den Gleichungen (20)—(26) ent- 
sprechen, für den Modul / aber gültig sind, abzuleiten. Wir führen 


zunächst die Bezeichnung 
. 2L 
(27) H(l)= uf e enwdw 
0 


ein, und zerlegen, der zweiten der Gleichungen (12) gemiiss, dieses Integral 
in Theile der Form: 





(28) H,(1) = (— 1)" | eue "tg wt Na 


Ebenso zerlegen wir das Integral: 


(29) H(z, D) = 1 [een idie 


0 
und bezeichnen die Theile durch: 
mu ym 


(30), H(z, 1) = (— 1)” D | ue ee B 








L 


0 


Es ist hierbei die Bemerkung am Platze, dass H,(z,!) aus H,(w, k) 
unmittelbar hervorgeht, wenn man K’ in /Z’, K in !(K + iL’), u in lw 
und c in Ir verwandelt, und dem Resultate überdies den Factor (— 1)" 
hinzufügt. 

Mit Hülfe der Formel (A) ergiebt sich aus (28) der Werth: 

zm gh —e 

(31) HD) = (— 1)" £ au de 
4 VIO : 

(=) + 127° 


m; 7 là =¢ Ki Ar e 
=) (— 1) a 7 TA 
( Jas PA 


2 1} 


RD) 





387) 





[ 
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und aus der Formel (30) findet man die folgende: 

















; Pu 2L' / 2 5 
(32) H(z, D) = (— 1) npe RCM J 
lam) the 
alitis] 
uid Fes 
vm 2 232 
| 
indem wir die Bezeichnung 
pi gU 


feststellen. 


Auf Grund der Gleichung (18) erhalten wir nun für den Theil 
J,(1) der Function J(7) den Ausdruck: 


5 zr coq Y 
(33) J,(1) = rn —— li tang AL |(— ny er ER] E e 
1 ( VTT | + 232 


2L' 











mr liı —g”) 


L/ yr 


+ i(— 1) 








Diese Formel verhält sich hinsichtlich des Grosswerdens gewisser 
Glieder grade umgekehrt als die Formel (26). Während nehmlich in 
letzterer einige Glieder bei sehr kleinen Werthen von A erheblich anwachsen 
kónnen, ist dies in der Formel (33) nicht der Fall, sondern werden bei 
ihr grade dieselben Glieder wesentlich verkleinert erscheinen. Vergrössert 
werden aber in der Formel (33) solche Glieder, bei denen das Product 


(AL nahezu den Werth einer ungraden Vielfachen von = hat. 


In Bezug auf die Formeln (26) und (33) ist endlich noch zu be- 
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merken, dass sie für m = o mit einander identisch werden; sie geben 
daher auch identische Werthe für A = / = r. 

Die Ungleichheit, welche einem Gliede entspricht, bei dem der Coef- 
ficient 5, [Abschn. 1, Gleichung (15)] grösser als die Einheit ist, hat man 
Libration genannt. Solche Ungleichheiten wurden bisher als Ausnahmen 
angesehen und bei den Untersuchungen übei das Problem der drei Körper 
oder über die Störungstheorie fast immer unberücksichtigt gelassen. In 
der That war es auch nur in sehr seltenen Fallen móglich, das Vor- 
handensein derartiger Bewegungsgleichungen zu constatiren, wesshalb eine 
allgemeine und tiefer dringende Untersuchung derselben für astrono- 
mische Zwecke nicht als nöthig erachtet wurde; eine directe Veranlassung, 
die hierauf bezüglichen Untersuchungen weiter auszudehnen, als zur Be- 
handlung des gegebenen Falles nöthig war, gab es von diesem Gesichts- 
punkte aus eben nicht. 

Ganz anders gestaltet sich aber die Nothwendigkeit derartiger Unter- 
suchungen, wenn man sie von einem theoretischen Standpunkte aus be- 
trachtet. Dann zeigt sich nehmlich das seltene Vorkommen von Librations- 
ungleichheiten wohl als eine Thatsache, die unserm Sonnensysteme eigen- 
thümlich ist, keineswegs aber als eine Erscheinung, die an sich überwiegend 
wahrscheinlich wäre. Bei einer absoluten Lösung des Problems der drei 
Körper, auch wenn man die üblichen, mit den Verhältnissen im Sonnen- 
systeme übereinstimmenden Einschrankungen hinsichtlich der Werthe der 
Massen, der Excentricitäten, der Neigungen und der mittleren Entfernun- 
gen von der Sonne gelten lässt, muss daher die Möglichkeit des Vor- 
kommens einer Librationsungleichheit offen gehalten werden. — Wollte 
man als Grundlage der Untersuchung sich die Annahme gestatten, dass 
keine Librationsungleichheit vorkomme, so wäre diese mit der Voraus- 


setzung gleichbedeutend, dass keine der Grössen k,,, auch nicht nach Be- 


m) 
rücksichtigung der aus Gliedern höherer Ordnung veranlassten Correc- 
tionen, grösser als 1 sein könne. Eine solche Voraussetzung wäre auch, 


wie wir aus unseren Untersuchungen bereits gesehen haben, mit derjeni- 


gen identisch, dass die bekannten Entwicklungen — in dem Abschnitte 
I durch die Gleichungen (3) und (5) angegeben — gleichförmig con- 


vergent wären. Man hätte also grade dasjenige von vorn herein ange- 


nommen, was erst als Resultat aus der Untersuchung hervorgehen kann. 


Indem wir aber, bei unsern Untersuchungen, eine Annahme in diesem 
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Sinne gar nicht in Frage gestellt haben, sind wir bei dem Resultate an- 
gelangt, dass, wenn die Reihen (3) und (5) des vorhergehenden Abschnit- 
tes — immer von den mit F und F, bezeichneten Gliedern abgesehen 
— nicht convergiren, so muss wenigstens eine der Grössen k, die Einheit 
übersteigen, womit diese Entwicklungen ihre Bedeutung überhaupt ver- 
lieren. In diesem Falle existirt eine Librationsungleichheit, und wir 
werden im nächsten Abschnitte sehen, dass wenn der Coefficient dieses 
Gliedes, welcher eine Integrationsconstante ist, einen hinreichend kleinen 
Werth hat, die Reihe der characteristischen Glieder welche dem Libra- 
tionsgliede folgen, auch nach der doppelten Integration eine gleichförmig 
convergente Reihe sein wird. 


II. 


Unsern jetzt vorzunehmenden Untersuchungen legen wir die Gleichung 
(2) des ersten Abschnittes zu Grunde, nachdem wir in derselben 


=c+n+Z; C" m @ AST: 
gesetzt haben. 
Indem wir von dem ersten Gliede voraussetzen, dass es kritisch 
werde, bezeichnen wir: 
2V = (sn — sn" + on)t + sZ 4-.sc — s'c' + B 
2(X) = — sA, sin [(s,m — sin + o,n)t + s,Z + sic — sic’ + B,] 
(1) | 
— 54, sin [(s,m — sin’ + ayn)t + s,Z + sc — s;c + B,] 


wonach die betreffende Gleichung nachstehende Gestalt annimmt: 


d’V ; ; : + - 
(2) — + n'sA sin V cos V = n’(X) 
dt* 
Hierbei ist zu bemerken, dass die Coefficienten der Glieder in X sehr 
kleine Grössen in Verhältniss zu A sind, dass aber die ganzen Zahlen 
8, 8; und noch mehr s,, s; sehr erhebliche Werthe haben. 
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Wir setzen hierauf: 


AV DAS 
und entwickeln die Function: 
À RT 5 
sin V. cos — 5 sin 2(V, + V,) 


nach den Potenzen von 2V,. Diese Entwicklung, welche bekanntlich 
immer convergirt, ist die nachstehende: 


AV: 16V; 
t hie es) 


sin V cos V = sin V, cos V,( 1 
j ) a2 ie oes 








— (2 sinVi — (V, ut.) 


12235 








Es seien nun: A; h,, ....dié constanten Glieder in Vi, Vi 
ferner sei: 
5 / 4h, 16h, 

2 a’ = sA(I = x. 
(3) ( ais 2.3.4 | 
und 

2 > 4(Vi — h,) 16(Vi — h,) Wess Lug 
(4) "X59 —s4( — £357 E IL me) sin Y, eos, 

16V: 





E 2 &l 72 T 
à Al Be th 13 ade ave Je sin V; — 1); 


die Gleichung (2) kónnen wir nun in zwei andere zerlegen, nehmlich in: 


d^V. 





(5) m + na^ sin V, cos V, = o 
und: 

dV, ; 3 DES 7 2e 
(6) ip a (2 sm ;— I)F, =n’X 


Die Gleichung (5) giebt uns sofort: 


V. 


0 


— amé (mod = £4), 


H 


bo 
Oo 
-1 
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wenn wir setzen: 


em CC; --k§ ==, 


und mit 7 und C die beiden Integrationsconstanten bezeichnen. Nachdem 


wir diesen Werth von V, in die Gleichung (6) eingeführt, und nf durch 


1 : : . r à 
ais ersetzt haben, nimmt diese Gleichung die folgende Gestalt an: 
(7) CE GmüPLiW LX 


Das Integral dieser sogenannten LawÉ'schen Gleichung ist bekannt; 
wir schreiben es am kürzesten, wie folgt, wobei wir die beiden Integra- 
tionsconstanten mit c, und c, bezeichnen, und E die Bedeutung des voll- 
ständigen elliptischen Integrals zweiter Gattung hat, 


d log 0,(¢) E 


(8) V, = o dn£ + e, dag | 689) + Le 





dné ( 


Haas wer 
a p j dne jJ Xdn&dé 





Vermóge der Relation: 
k* — E , d?log 6,(é) 





dn£é& K dé 


làsst sich die vorstehende Formel indessen auf eine andere Form bringen, 
wodurch sie unserm Zwecke besser entspricht. Wir finden nach- einer 
leichten Rechnung: 


+ = -| dlog 9, (2) Las 
(9) V, = c dné + c,dn£ dmi 215) -E 
1 1 2 n de n 


I | le log 6, 


( 
37 ze de 





f Xdn édé == que | Seine ce 8, (5) gel 


DF VEU res 
+ api dnéj df Xdnédé 


/ 


Bei diesen Formeln wollen wir zunächst etwas stehen bleiben und 
an dieselbe einige Bemerkungen knüpfen, welche indessen die -mit den 


Integrationsconstanten multiplicirten Gliedern nicht berühren. Wir lassen 
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daher diese (lieder bei Seite, indem wir die Integrationsconstanten, die 


in der That überzählig sind, entweder als gleich Null gesetzt denken, 


e 
e 
oder auch als in solcher Weise bestimmt, dass Glieder, welche die Ver- 
anderliche € als Factor erhalten, verschwinden. 

Wir ziehen jetzt die Fälle nicht in Betracht, wo der Modul # den 
Grenzwerth 1 erreicht, wiewohl wir anderseits solche nicht ausschliessen, 
wo diese Grösse sich der erwähnten Grenze ziemlich nähert. Die, dem 
Modul & entsprechende (Grösse 4 nehmen wir aber auf alle Fälle so klein 
an, dass ein Glied, welches mit derselben multiplicirt wird, wesentlich 
verkleinert erscheint. Wir bemerken übrigens, dass wenn ein mit dem 
Factor 4 multiplieirtes Glied einigermassen erheblich wird, so bewirkt 
es, wie man aus der Gleichung (3) ersehen kann, eine Verkleinerung in 
a’, mithin auch in k und in 4. Die zweite Annäherung müsste das be- 
treffende Glied also verkleinert ergeben, und man würde, wenn nur solche 
Glieder vorhanden wären, das Resultat durch successive Annäherungen 
verhältnissmässig leicht finden können. $ 

Um nun die Darstellung der Formeln etwas zu vereinfachen, schreiben 


Wir: 
sn — SN + on = 2h); sc— sc +B =2A 
SN — SN + oun = 2h; S 0—— SC ED, — om 


und betrachten bloss Falle, wo: 
EINE/N: 


Aus dem Vorhergehenden wissen wir bereits, dass bei der Bestimmung 
der entsprechenden Glieder in JV, nur dann Schwierigkeiten eintreten 
können, wenn A, eine im Verhältniss zu A sehr kleine Grösse bezeichnet. 


Wäre hingegen A, eine Grösse von nahezu demselben numerischen Be- 


trage wie A, oder grösser, dann könnte das entsprechende Glied in V, 
sehr leicht berechnet werden, weil A, jedenfalls sehr klein im Verhältniss 
zu A ist, so oft k überhaupt der Einheit nahe kommen kann; in diesen 
Fällen würde das betreffende Glied oftenbar als eine sehr kleine Grösse 
anzusehen sein. Ware A, sehr nahe gleich A, so könnte allerdings ein 
Glied in V, einen sehr grossen Factor erhalten; dieses Glied ist aber 
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anderseits mit g multiplicirt und würde aus diesem Grunde eine ent- 
sprechende Verkleinerung erleiden. Derartige Glieder, bei deren Bestim- 
mung keine wesentlichen Schwierigkeiten zu erwarten stehen und überdies 
mit später zu berücksichtigenden Gliedern vereinigt werden können, 
lassen wir jetzt ganz bei Seite. 

Wenn wir aber auch die Glieder in der Formel (9), die mit g mul- 
tiplicirt erscheinen, im Allgemeinen vernachlässigen, so dürfen wir dies 
jedoch nicht ohne jede Einschränkung thun, da dies gleichbedeutend 
damit wäre, dass wir in der Gleichung (7) ohne weiteres das Glied: 

— k?(asné? — 1)V, 
bei Seite liessen. Dieses Glied ist aber bei der Bestimmung der Funetion 
V, ganz wesentlich, denn die Entwicklung des Coefficienten von V, ent- 
halt eine Constante von der Ordnung k*, welcher Umstand einen sehr 
erheblichen Einfluss auf die Integrationsdivisoren ausüben kann. Wenn 
wir daher auch bei einer solchen Vernachlässigung annehmen dürften, 
dass das Resultat der ersten Annäherung als eine wirkliche Annäherung 
anzusehen wäre — die Gründe zu dieser Annahme finden sich leicht 
durch ein genaueres Betrachten der Gleichung (8) — so müssten wir 
doch befürchten, in solcher Weise nur sehr langsam convergirende An- 
näherungen zu erhalten. 

Um nun leicht übersehen zu können, welche Glieder bei der ersten 
Annäherung bei Seite gelassen werden dürfen, ersetzen wir in der Glei- 
chung (8) die Function J, 


, durch eine andere Z, und stellen zwischen 


beiden die Beziehung: 
(10) 2 — EUR NNS 


fest. Aus der Gleichung (8) ergiebt sich hierauf, durch doppelte Diffe- 
2 


. LI . . . R] . u . 
rentiation und nachdem die elliptische Function dug durch das zweite 
Ing 


Differential von log 4,(£) ersetzt worden ist, die nachstehende: 


s d'Z, tag o e d bes 6, (&) UA 
2 de | K X + - N Xdnédé + - er Xdné 
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oder 

| d*log 6, (2) jt à #| 
pales s d°Z, rege ne {x dn zd 
ra 2 midi a EE ROUE dé 


Wenn wir nun von den Gliedern in X absehen, die von den Argu- 
menten 2A,nt, 2A,nt, ... abhängen, so haben wir die nachstehenden Ar- 


gumente zu berücksichtigen: 
2A, nt, 2( + A) nt, 2(A—A)nt, u.s. w. 


Man übersieht leicht, dass bloss das von Ant abhängige Glied in Z, we- 
sentlich  vergróssert werden kann, weil À im Allgemeinen eine kleine 
Grösse im Verhältniss zu A + A, A— A, u. s. w. ist; die übrigen Glieder 
erhalten bei dem Integrationsprocesse wesentlich grössere Divisoren. Wir 
betrachten also bloss das, von dem erwähnten Argumente abhängige Glied 
und bemerken dabei, dass der Beitrag zu dem Coefficienten dieses Gliedes, 


weleher aus dem zweiten Gliede rechter Hand in der Gleichung (11) her- 
: à : Is: TE 
vorgeht, erheblich geringer ist, als der aus 7; x X kommende Theil. In 
Lu 


der ersten Annäherung setzen wir daher: 





sid AZ n* E 
(12) 2 dg EX 


In Berücksichtigung von (10) erhalten wir aus der ersten der Glei- 
chungen (1): 


(13) Z= 


RAIN 


(V, — Ant — A) + Z, dné 


Nun sind die Integrationsconstanten y und C jedenfalls so zu bestimmen, 


dass die Function V, — 4— A nur periodische Glieder des Arguments 


T 


Ks enthält; d. h. gemäss den Gleichungen: 





in dem Argumente: 


2A nt +sZ+ 2A, = 2Ant + s,Z,dn€é + 2A, + 2: [V, — nt — A] 


st 
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kommt also die Zeit als Factor des Coefficienten bloss bei dem Gliede 
2À,nt vor. Wir bezeichnen hier: 


(14) s Z (Ing — 7) + 2%(V, — ant — A) = H 
und erhalten: 
(15) 2A,nt + SZ + 2A, = 2Ant + Rn +2A +H 


Hier angelangt, werden wir von einem Satze Gebrauch machen, 
welcher bei Entwicklung der Function: 


P =¢ 2i(z, sin L,-- x; sin L,+.. i. 


sich ergiebt, wo die x constante Coefficienten bezeichnen, die eine gleich- 
formig convergente Reihe bilden, und die Z beliebige reelle Argumente sind. 

Wie man leicht bemerkt, nimmt das Resultat der Entwicklung die 
nachstehende Form an: 


pu JENA cosas En 2px cosa, 1... 
Pos VERE TS TIE Sep coa Uf T) 
+ 2Pyj cos(Z, + L,) + 2Pp?, cos(L, — L,) 


SE NEA. AR ug cA Ata. ac 
+ 2P9 cos AL, + 2P? cos 45, + 
[USA arm: E Ld antike . Irt ego 


+ 2i| QU! sin E, OP sn LEY =o"... 
+ Qr5sin(L, + 2L, + Qp?, sin(L, — 2L,) 


Indem man überall — Z,, — L,, ... anstatt. + L, + L,, 
einführt, erhàlt man unmittelbar die nachstehende Entwicklung: 
I ‘ 
m xb 2P® cos 2L, + 2P? cos2L, +. 


+ 2P7i cos (L, + L,) + 2Pp?, cos(L, — L,) 


— 2i 1 QD sin L, + QP sin L, +. 
+ Qviisin(L, + 2L,) cy Qi, sin di: Zt DEA) 
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" . ; : I > 2 
Wenn wir hierauf diese Entwicklungen von P und von p mit einander 


multipliciren, erhalten wir eine Anzahl Bedingungsgleichungen, von denen 
wir indessen nur die erste anzuführen brauchen. Diese ist: 


1 =(P) dup u x 
eA sees 


d. h.: die doppelte Summe der Quadrate aller Coefficienten weniger des 
Quadrates des ersten Coefficienten ist gleich der Einheit. Hieraus folgt, 


- 


dass kein Coefficient grösser als = sein kann, mit Ausnahme des ersten, 
Ve 
welcher den Werth 1 erhält, wenn alle anderen verschwinden. 


Beriicksichtigen wir nun in X bloss das Glied: 
8 PX a 
ad sin(2A,nt + s,Z a 2A); 


indem wir dasselbe in der Gleichung (12) hervorheben, so erlangen wir 
leicht ein Resultat der Form: - 


d’Z n’A, E : 7 
TX -— EET rer sin( 2/,nf +5 Kom E 2A, ) + if, 


D 


wo p: einen Coefficienten bezeichnet, der jedenfalls kleiner als 1 ist, und 
Il, eine Reihe Glieder, welche theils von den Argumenten 2(A + A) nt, 
2(4 — A,)nt, 2(A + 2A,)nt, u. s. w. abhängen, theils aber auch von den 
Argumenten 22,nt, 2A,nf, u. s. w. — Wenn für Z, einmal ein genäher- 
ter Werth gefunden worden ist, lässt sich die Function X in einer solchen 
Form angeben, dass die im zweiten Gliede rechter Hand der Gleichung 
(11) geforderte Integration ausgeführt werden kann, wonach die Glieder 
in //, zu vervollständigen sind. 


Die zuletzt gefundene Gleichung multipliciren wir mit s, SE? setzen 


> 


hierauf: 








(16) 
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und finden endlich: 


au  mistALPS 2zH . 
(17) di? mer a U cos U = n'(X),, 
welche Gleichung genau wie die Gleichung (2) zu behandeln ist. 
Man wird also wieder setzen: 


U — U, 4- U, 
und für U, ein Resultat der Form: 


U, = amé, (mod f,) 


0 


erhalten. Auch jetzt nehmen wir also an, dass der Modul kleiner als 1 ist. 
Es folgt nun aus der ersten der Gleichungen (16): 


2E2!KS 


(18) Zi (U AP A.) Zudn&, 


: : A TE m : : é 
indem wir nehmlich setzen: 2U, = s, 7 Z,dn&, und für die Function 


Z, Bestimmungen als gültig ansehen, welche denen analog sind, die zur 
Bestimmung von Z, führten. Der soeben gefundene Werth von Z,, in 
die Gleichung (13) eingesetzt, giebt uns endlich: 


- 


2 


(oye —- (ame — Z2) des 


2. 


m 
z za 


(am S — iK &) dn& + Z,dnédné, 
Ex 





s 


Tv 


Diese Operationen lassen sich wiederholen und so lange fortsetzen, 
als die Moduln £,, k,, 
dieser Moduln die Grenze, 1, so erhált man die Function Z durch eine 
unendliche Reihe dargestellt. Bei dem Fortgange dieser Operationen muss 


u. s. w. kleiner als 1 bleiben.  Erreicht keiner 


man sich indessen erinnern, dass bei der Bildung der verschiedenen Func- 
tionen (X),, (X),, 
mit vorhergehenden characteristischen Gliedern zu vereinigen sind und 


u. s. w. Glieder entstehen kónnen, von denen ein Theil 


also die Werthe der vorhergehenden Moduln etwas verändern, während 
ein anderer Theil der entstehenden Glieder mit späteren characteristischen 
Glieder vereinigt werden, kann, oder als selbständige characteristische 
Glieder zu behandeln ist. Ein dritter Theil der bei den successiven 
Operationen entstehenden Gliedern ist aber an kürzere Perioden ge- 
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bunden und werden dieselben daher nicht in dem Maasse durch den In- 
tegrationsprocess vergrössert, dass sie die Convergenz der aus (19) her- 
vorgehenden unendlichen Reihe aufheben kónnten. Von diesen Gliedern 
sehen wir hier ab, und erhalten alsdann die Reihe 











2 / T N 22K T 
20 Z = - (am& — a = amd ———6# £ 
( ) SN Y aK) LE T EE 2K, 51 dni 
poH ee nio NT ES : 
yu iL eae: DEODE he; 
dass diese Reihe gleichförmig convergent ist, sieht man sogleich, da die 
; 22, ae : Renae RUN : ; 
Coefficienten zs re Some t ene gleichfórmig convergente Reihe bilden, 
il “a 
und die Verhältnisse KK unsern Annahmen nach, als Grössen 
1 2 


derselben Ordnung anzusehen sind, oder jedenfalls eine gegebene Grosse 
nicht übersteigen. 

Wir sind also.jetzt bei einem Resultate angelangt, welches mit dem, 
im ersten Abschnitte gefundenen im Wesentlichen übereinstimmt, nur ist 
das jetzt erhaltene vollstándiger und genauer als das frühere, da hier 
auch die Glieder hóherer Ordnung Berücksichtigung gefunden haben, 
während sie in dem ersten Abschnitte in den Functionen F und F auf- 
genommen und mit denselben vernachlassigt wurden. Vollständige Uber- 
einstimmung finden wir aber in dem Punkte, dass die betreffenden Ent- 
wicklungen nahezu in derselben Weise convergiren wie die Reihe der 
I jr 


I 5 
Brüche -, —, —, ..., vorausgesetzt, dass keiner der Moduln k, X 
Ss 


I 
nS 1? 9 + 
CA Sy 


der Einheit gar zu nahe kommt aber auch nicht für sich eine convergente 
Reihe bilden. 

Nachdem wir somit den Fall erledigt haben, wo die Moduln £, k,, ... 
simmtlich kleiner als 1 waren, stellen wir die Annahme fest, dass einer 
derselben diese Grenze überschreitet. Hiermit wird nothwendig die Be- 
dingung verknüpft, dass der entsprechende Factor A streng verschwindet. 
Im Ganzen ist es bei unseren jetzigen Betrachtungen gleichgültig, von 
welehem Gliede wir annehmen, dass dieser Factor gleich Null wird, und 
wir dürfen daher die Bestimmung treffen, dass es bei dem ersten Gliede 
in der Reihe (2) des ersten Abschnittes stattfindet. Es wird nun: 


2V = sZ +24 
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und fir V, erhalten wir, wie im zweiten Abschnitte gezeigt wurde, den 


Ausdruck 
, r 
V, = arcsin(/sn (ant + C,)| (mod / = 7) 


0 


Hiermit findet sich aus der Gleichung (6), nachdem wir: 


» = ant + C, ME 
gesetzt haben, die folgende: 


deve 2 5 I 
(21) Gere Ne sn? —1)V = X 
welche Gleichung sich übrigens aus der Gleichung (7) ergiebt, wenn man 


sich erinnert, dass 
sné = Isny 


Weil man aber überdies die Beziehungen: 


dn& = cn» 
k? ie u lugar d d*log 6, (7) 
enz' L dz* 


hat, wobei J den Werth von E bedeutet, welcher dem Modul / entspricht, 
so findet sich aus der Gleichung (8): 


og 6, (7) Das suh 
dn L " 





(22) V, = eng — e,enz| © 


en {dy fy. 
az Zi | oped Xen 


und hieraus folgert man leicht die nachstehende, welche der Gleichung 
(9) entspricht, 








C log 0, (2 15, == WEITE, 
(23) V, = ccn» — c, en] d, L 1| 
I 1loc @ o ) 
+ pn nf Kenn a dy — pe 7 f Xenzd; 


L—I-—UL ^ ^ 
+ 0 | dy | Xenydy 
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In dieser Gestalt ist der gefundene Ausdruck fiir V, indessen nicht 
ganz zweckmissig, weil die Function dlog0,(z) den Factor COS 9 im 


Nenner enthält. Es ist aber: 





dlog 6, (7) __ dlog6(z) RM sny7dny 
dy ZH dy cn? 


Mit Rücksicht auf diese Beziehung erhalten wir aus (23): 


(24) V, — e, eng — e, 





dlog@ L—I—UL 
evi EOC) | — snydny 








I " - dlog @(7) dlog0(z) f ; 
tap LIE — eny IE = | Xenzdy 


on [ens [ Xonydnydy —snydny [ Xenydr] 


ta en. en y | (^ f Xen d» 


Unsere Betrachtungen, die wir an diese Formel knüpfen, sollen von 
der Voraussetzung ausgehen, dass der Modul / einen kleinen Werth hat. 
Die Entwicklungen der Functionen cny, snz, dnx und des Productes der 
ersteren und dlog@(y) sind dann sehr convergent, und wir können, da 
es sich hier nur um den allgemeinen Character des Resultats handelt, bei 
den ersten Gliedern dieser Entwicklungen stehen bleiben und sogar alle die 
Glieder bei Seite lassen, welche /? als Factor enthalten. Wir erhalten 
alsdann, wenn wir dabei die überzähligen Integrationsconstanten c, und 
c, gleich Null setzen, den genäherten Werth: 


-— 
P 


Iw T T I — do TC 
V, = =sin——7 | Xcos—ndn — — cos—n | Xsin— d 
abs ZI ZEN > 2L Sn 170: 





welcher aber eine wirkliche Annäherung zur Bestimmung des Integrales 
der Gleichung (21) darstellt. 
Von den Gliedern in X heben wir zunächst die nachstehenden heraus: 


X = — f, sin (9 JU H,) — f, sin (77 + H,)—... 


a 
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und diese ergeben, wenn sie in obigem Ausdrucke eingesetzt werden, 











2L 
eS 3 21 
Pi à 1 
(25) É "SD UNIT 24 reve (ARE H,) 
SiS 
B. 13/24 
= | Ah 2, CREE H,) n | 
a x | 


Die Coefficienten 8, £,, ... bilden nun jedenfalls, weil sie den Coef- 
ficienten A,, A,, ... proportional sind, eine gleichfürmig convergente 
Reihe; die soeben gefundene Entwicklung von V, convergirt daher auch 
gleichförmig, so lange die Àj; À, ... kleine Grössen im Verhältniss zu 


ra 


21037 sind. Wir gewinnen auf Grund dieses Resultates den Satz, den wir 


8 





schon am Schlusse des zweiten Abschnittes erwähnt haben, dass nehmlich 
die Glieder, welche auf ein Librationsglied folgen und ohne das Vor- 
handensein dieses Gliedes kritisch werden könnten, eine gleichförmig con- 
vergente Reihe bilden. Die Anwendung des vollständigen Ausdruckes (24) 
statt des abgekürzten würde keine Abänderung dieser Schlussfolgerung 
veranlassen, 

‘Die Reihe (25) convergirt aber gleichförmig auch bei anderen Werthen 
der Coefficienten 2,, A,, ... als den oben bezeichneten; die Convergenz 


kann dagegen aufhören, wenn die Verhältnisse: 





sich der Einheit mehr und mehr nàhern. Bei Anwendung der voll- 
stindigen Formel (24) würde man finden, dass Divergenz eintreten kann, 
auch wenn diese Verhältnisse sich anderen ganzen Zahlen nähern. Dass 
diese Erscheinung jedoch nicht gleichbedeutend mit einer wirklichen Di- 
vergenz der Entwicklung von .V, ist, lässt sich leicht nachweisen, wenn 
man sich die Ausdrücke der Grössen 4° und X, wie sie durch die Glei- 
chungen (3) und (4) gegeben sind, vergegenwärtigt. Zunächst sehen wir 
aus der Gleichung (3), dass wenn ein Glied in V, anwächst, so erleidet 
a’ eine merkliche Verkleinerung, welche man sich so erheblich denken 
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kann, dass sich das Librationsglied in ein gewöhnliches verwandelt, wo- 
nach die Entwicklungen nach den vorher mitgetheilten Methoden aus- 
zuführen wären. Es kann sich also erreignen, dass eine erste Annäherung 
die Existenz der Libration wahrscheinlich macht, die sich jedoch bei spà- 
teren Annäherungen als illusorisch erweist. Die oben gefundenen Ent- 
wicklungen kommen alsdann wieder zur Geltung und ihrer Convergenz 
ist kein Abbruch geschehen. 

Wir wollen aber nun den Nachweis führen, dass wenn der Coefficient 
des Librationsgliedes, also die Constante /, einen genügend kleinen Werth 
immer eine kleine Grösse. Aus der 


hat, so bleibt auch die Function V, 


Gleichung (4) nehmen wir die merklichsten Glieder heraus. Diese sind: 


X = (X) +,s4V;; 


für (X) nehmen wir ferner denselben Ausdruck an, den wir vorhin für 
X gelten liessen, nehmlich: 


(X) = — f, sin (Ay + H,)— Lan 


In der Gleichung (21) vernachlässigen wir nun auch das mit /? mul- 
tiplicirte Glied und erhalten, nachdem wir: 








gum 2 sA 
* PES 3 a 
gesetzt haben, die Gleichung: 
d'y, 7: 73 N N 
(26) ar gi; nn c Nee ees M 


Die Integration von Gleichungen dieser Form ist von hervorragender 
Wichtigkeit, wenn es sich um die Bestimmung der elementären Glieder 
handelt. Hier tritt dieselbe jedoch weniger in den Vordergrund, wesshalb 
ich, unter Hinweisung auf eine der Schwedischen Academie der Wis- 
senschaften vorgelegte Abhandlung über die Integration der betreffenden 
Gleichung, mich auf die Mittheilung des folgenden Verfahrens beschränke. 


! Bihang till K. Svenska Vetenskaps-Akademiens Handlingar. 1886. 
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Der grösseren Einfachheit wegen betrachten wir bloss ein einziges 
Glied rechter Hand in der Gleichung (26) und setzen: 


(a) V, = (x, + Ax,) sin c "n H,) Te 


Wenn wir nun die Constante x, aus der Gleichung: 


(B) 3 x —| I — (74) | gom. 


4° a 


bestimmen, so bleibt aus der Gleichung (26), wenn wir der Kiirze wegen 


2 HL N 
schreiben, die Gleichung: 
ART UT RE CPR. Mit 
(7) dy =e [ — 3x°g sin a = H, ) Je, 


. (22 Nu /2À A ^ 
D — ; #9 sin 3 zx + H, ) + 3xg sin aa H, ) Ri + gR 


[7 


ZA 


ie 7 


a 


) 


2) UCI ER) 3 le 
+ Ax |: — m) — 44 — 44^ Ax, — 494% sin | 
Uber die Grosse Ax, haben wir noch zu verfügen, und wir denken 


sie als in der Weise bestimmt, dass die Function E, kein Glied mit dem 


Argumente y + H, enthält. Nachdem wir diese Annahme festgestellt 


haben, setzen wir: 


- 2A 
(0) Fe x sin 3{—* = H,) + 45; 
es ergiebt sich alsdann ein Näherungswerth des Coefficienten x, aus der 
Gleichung: 
3 i 2A\ 3:995 Wy s 
ae, 3% 3 
(s) So, —| ı — 9(- ) — © gx’ l: — — 9x 
4° a OR 4 
T "s PH . T Re . B, 
Unsern früheren Annahmen gemiiss ist nun das Verhältniss 4; als 
=, a 


eine sehr kleine Grösse anzusehen, während der Coefficient g als eine 
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Grösse nullter Ordnung betrachtet werden muss, welche nicht viel von 


2 5 ; i 6 : 
dem Bruche = verschieden ist. Unter solchen Umständen erweist sich 
9 
der Coefficient 7, auch als eine kleine Grösse, wie aus der Gleichung (f) 
zu ersehen ist; in dem Falle, den wir hier besonders im Auge haben, 


TOC Pee ZA i 5 
wo das Verhältniss = nahezu den Werth 1 hat, erhält man nàherungs- 


[74 
Wer 
Psy pedis 
% PE 


Der aus dieser Formel sich ergebende Werth von x, ist nun zwar sehr 


: " B : A ; ; » > 
viel grösser als 7;, muss jedoch immer als eine kleine Grösse, ja sogar 


weise: 


als eine sehr kleine Grösse angesehen werden. 
Aus der Gleichung (e) ergiebt sich sogleich, dass bei der Annahme, 
m 


— habe nahezu den Werth 1, der Coefficient x, eine Grosse von der 


“ 
Ordnung x; ist, und hiernach folgt endlich, aus der Bedingung, wodurch 
AX 


"0 
Ordnung x; sein muss. 


zu bestimmen ist, dass dieser Coefficient ebenfalls eine Grösse der 


In dieser Weise kann man weiter gehen, und findet somit für V, 
die gleichförmig convergente Reihe: 


, .. (24 \ UA : 2À 
= > z 1 z 1 i 1 
(27), V, = x sin (er + H;) + x, sin abs + H,) + x, sin 5(~ + H,) +... 
a 
welche ein particuläres Integral der Gleichung (26) ist, und woraus man, 


unter Berücksichtigung des oben, hinsichtlich der Coefficienten x, x,, ... 


Gesagten, sogleich bemerkt, dass V, eine Grösse bezeichnet, die jedenfalls 
kleiner als 1 ist. 

Die obigen Schlussfolgerungen verlieren aber ihre Bedeutung in dem 
Maasse, wie der Modul / sich der Einheit nähert. Wenn nehmlich diese 


Grósse nicht ganz klein ist, so muss man für g den Werth: 


sA 


a 





(eat) 


S& 
I 
© | D 


setzen, welcher kleiner wird, je näher / der Einheit rückt. — Da nun, 
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bei Verschwinden der Differenz: 1— (4), die Gleichung (9) den 


Werth: 


L 2 
ergiebt, so schliesst man, dass der Coefficient x, und mithin auch die 
Function V, beträchtliche Werthe annehmen künnen. 


: aie ; 2À 
Es ist noch zu bemerken, dass Glieder, wo — sehr nahe den Werth 
a 


ı haben, nothwendig vorkommen müssen; denn hat man in der ersten 
Annäherung z. B. das Glied: 











2L 
TE 3 120/24 
y = = sin (—z H, ) 
1 “a ; 24, 2L\? AN ale Ly 
[/4 TE 


gefunden, wo nun A, eine sehr kleine Grösse bezeichnet, so findet man in 
der zweiten, wie man aus der Gleichung (4) leicht ersehen kann, Glieder 
mit Argumenten der Form: 





LEES 
ord “a, 7 


also grade solche Glieder, die in der Formel (25) sehr erheblich an- 
wachsen künnen. Man wird also immer Veranlassung finden, einige Glieder 
nach den Regeln, welche zur Ermittelung des Integrales der Gleichung (26) 
führen, zu behandeln, sofern nicht der Modul / verschwindend klein ist, 
wobei die Glieder der soeben erwähnten Art ebenfalls verschwindend klein 
bleiben, oder wenigstens so klein, dass sie der Formel (25) einverleibt 
werden kónnen. 

Aus diesen Betrachtungen geht also hervor, dass / der Einheit nicht 
beliebig nahe kommen darf, ohne dass die Convergenz der aus (24) zu 
erhaltenden Entwicklung zweifelhaft wird, dass aber, wenn / einen ge- 
wissen Werth nicht übersteigt, diese Entwicklung ganz sicher convergirt. 
Nahert sich aber / dieser Grenze, so ist hiermit eine Vergrósserung von 
V 


1 
wurde, eine Verkleinerung von « folgt. Man wiirde somit entweder aut 


nothwendig verbunden, woraus wieder, wie bereits hervorgehoben 


bo 
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den ersten Fall zurückkommen, d. h. auf den, wo k < 1, oder auch auf 
einen dritten, wo die Gleichung: 


entweder streng, oder doch sehr nahe erfüllt ist. 

Fälle, wo der Modul der Einheit so nahe kommt, dass die bekannten 
Entwicklungen der elliptischen Functionen in trigonometrischen Reihen 
nicht mehr hinreichend convergiren, dürfen nun allerdings, nach unseren 
jetzigen Kenntnissen zu schliessen, als sehr unwahrscheinlich bezeichnet 
werden — dies war wenigstens die Ansicht von LAPLACE;' von astrono- 
mischem Gesichtspunkte aus scheint die Betrachtung derartiger Fälle also 
wenig Interesse darzubieten. In rein theoretischer Hinsicht ist die Unter- 
suchung derselben hingegen mehr beachtenswerth, schon um zu entscheiden, 
ob die entsprechenden Formeln Bestand haben kónnen. Denn es liesse 
sich sehr wohl denken, dass solche Werthe des Moduls nur in der ersten 
Annäherung gefunden werden können, bei den späteren aber, in Folge 


erheblicherer Werthe der Coefficienten in V. 


, wesentlich verkleinert er- 


scheinen müssen. 

Die Formeln zur Berechnung von V, und V,,.in denen die ellip- 
tischen Functionen den complementären Moduln % und /' entsprechen, 
finden sich leicht aus den vorhergehenden mit Hilfe bekannter Trans- 
formationsformeln. Um bei dem Übergang sowie bei der Darstellung 
der neuen Formeln möglichst an Kürze zu gewinnen, stellen wir ein für 
alle Mal fest, dass wenn das Argument einer elliptischen oder einer 
Theta-Funetion als imaginàr angegeben wird, diese Function einem com- 
plementären Modul angehört, und zwar, wenn das Argument i& ist, dem 
Modul i’, während die Functionen des Arguments iz von dem Modul 7’ 


7 
abhängen. Nach dieser Übereinkunft gelten die Formeln: 


sn in 





sné = —i—, = —d-—— — sno 
enis en 17 
3 I dn in 
ené = — = —  — dn» 
ente en?y 
E dnt I 
dné = — = —-= cny 
cnié en 17 


* Mécanique céleste. T. IV, p. 66, éd. 1880. 
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Wir erwähnen noch zum Überfluss, dass J’ die Bedeutung des voll- 
ständigen elliptischen Integrales zweiter Gattung hat, welches dem Modul 
l' entspricht und erinnern an die Beziehungen: 


ki? K' — E , d’log9, (i2) 














Hed wapa dares 
ID NN NEUE 1 d* log O(in) 
dnm 5 Peng? Sealy PT DE dy" 
a? log 0. ( &) E. T : a d? log 0, (14) 
ice iene Si. 0, "umm dert 
d* log6,(4) _ TE r d* log 6 (in) 
EE E Cy dz 


T E i’ T {i la 
nuu ae nee 








Hiernach findet sich aus einer der Gleichung (8) oder (22): 











> dn iz dn is | d log 6, (iE) RESTE | 
2 = cl 2, —— —— : = 5 
( 8) V, ^ en it HG eni | dé Za K = 
1 dnié [d?logé RS); ! = dui£ 
Ss - 3\% E P lE 
a ala an te | dz? d | X enit ‘ 








eek K — E dni | «e E dnif qe 
/ > 


K enit 


(29) NL 


cn vn cn i7 


dlog8(i) , EL — 1 
- + L—» 
Jj 4 











dy 


ym 
I I d* log (in) 1 Xdz 
c =F - z dr - 
al” eniy dn cnin 
e Le 


N u 
Toe —— T2 oat Xdn 
TT 2— = dy 4 
al L chin en 77 
ie à 7 


In diesen Formeln bemerken wir vor Allem, dass die Entwicklung 
des einen aus der des anderen erhalten wird, indem man 4' in — y ver- 
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ändert und die Argumente vertauscht; ferner, dass kein Coefficient un- 
endlich gross wird, wenn A oder /' verschwindet. 

Das erste Doppelintegral in diesen Formeln lässt sich, wie man leicht 
bemerkt, durch zwei einfache ersetzen; man erhält, wenn die mit den 
willkürlichen Constanten multiplieirten Glieder, die natürlich ungeändert 
werden, weggelassen werden, 














= * a 2 D m = = 
(30) V. ı dnié d log 6, (i) | X dé oe I dnié dns dlog 6,(i£) IE 
= — n = 4 NS LEM mm No SNS 
2 10 JE" ena dé eniz = vk? ende] ^ end d£ D 
* * 
x 27] = 4} > vx. 
1 K'— E'dn4£ A -ün44 .. 
+ TT = TE dé Xi ——e 
ak K enit enis 
u * 
— ore Zo E 3 
( 1) V I ı dlogO(z) Xd ae 1 xd log (iz) ] 
3 = 9713 " . ST TTY eee Toe C PA ——— ——— ( Y, 
\9 i al? cnir dy cniy : a7l? en; eni dz / 
Le 








Y ba) TARA : ^ Xdz 
— = — dy | — 
OL L en 2 à | 

Es verdient, bevor wir weiter gehen, hier einer Eigenthümlichkeit 
der angeführten Formeln zu erwähnen, von deren Richtigkeit man sich 
leicht ohne besondere Darlegung überzeugen kann. Eine jede der Formeln 
(9), (23), (30) und (31) enthält zwei einfache Integrale und ein Doppel- 
integral. Diese Glieder sind aber an Grósse in den verschiedenen Formeln 
sehr verschieden. In der Formel (9) spielt das Doppelintegral die Haupt- 
rolle, indem die beiden einfachen Integrale im Verhältniss zu diesem im- 
mer klein bleiben und sogar verschwinden, wenn der Modul den Werth 
Null annimmt. Bei der Formel (23) verhält es sich grade umgekehrt, 
indem hier das Doppelintegral verschwindet, wenn der Modul gleich Null 
wird, und also bei kleinen Werthen dieser Grósse weniger zu den Gliedern 
in der Function V, beiträgt als die beiden einfachen Integrale. In den 
Formeln (30) und (31) endlich können alle Glieder als Grössen derselben 
Ordnung angesehen werden, wiewohl man im Allgemeinen, wenn nicht 
der Modul genau den Werth ı hat, bei den Doppelintegralen die grössten 
Coefficienten erwarten muss. 

Wir haben noch einige Bemerkungen vorauszuschicken, bevor wir 
zur Werthermittelung der Glieder in (30) und (31) schreiten. Die erste 
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bezieht sich auf die Grenze, gegen welche das Product AK convergirt, 
indem der Modul & sich der Einheit nähert. Mit À haben wir hier, wie 
vorher in diesem Abschnitte, die Grosse: 


sn — sn + on 


2m 


bezeichnet. Damit % gleich der Einheit werde, muss A verschwinden. 
Weil aber A zugleich unendlich wird, erscheint das Product AK zunächst 
unbestimmt. 

Das der Zeit proportionale Glied in V findet sich nun einestheils 
aus der ersten der Gleichungen (1), anderntheils aber aus der Gleichung 


x 
pam 


da wir nehmlich die Integrationsconstanten überall so bestimmt denken, 
dass die Function V, kein derartiges Glied enthilt. Durch Vergleichen 
dieser beiden Glieder entsteht die Gleichung: 


7 
rat 
Weil nun: 
e [74 
ie: 
so erhält man: . 
> zu 
AK — PE 


Wenn also & nahezu den Werth 1 hat, so ist das Product AK eine Grösse 
derselben Ordnung wie a. 

Es ergeben sich aus den obigen Gleichungen einige bemerkenswerthe 
Relationen, nehmlich: 


Ke A K TA 70 
i= = 2hK =: n— = — — 
^K inta K jk 2K 

woraus ferner folgen: 
—2kK'= a x 

q =e ur q' —e Ak 2K A 


welche Formeln zur Berechnung von g und 4' Verwendung finden können 
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wenn Ak nahe der Einheit ist, und man also in der ersten Annäherung 


setzen kann: 


Die zweite Bemerkung, die ich hier einschalte, betrifft die Entwick- 


1 d log 6, (i2) I dlogO0( : : : 
duis ATOR ER) und I Meee), Schon im zweiten 











lung der Producte = à - 
eo nié dé enin dy 
s ; i dn ié 
Abschnitte wurden die Entwicklungen von = und — geceben, und 
= enié cnn = 


zwar in der Form von Partialbrüchen. Aus den angeführten Entwick- 
lungen ersieht man, dass sämmtliche Nenner die Form 1 + q^"e " haben, 


wo W gewisse Winkel bezeichnen, die von o bis 2 wachsen. Der Um- 
stand, dass bloss grade Potenzen von 4' in diesen Nennern vorkommen, 
ermöglicht die späteren Entwicklungen nach den U-Functionen, und zwar 
so, dass diese Entwicklungen gültig bleiben, auch wenn 4' das Zeichen 
wechselt. Dass analoge Entwicklungen bei oben genannten Producten aus- 
führbar sind, geht aus den nachstehenden Relationen hervor: 






































dn = u 
d|—— 
d | dna aloe Sic 1 en 2E u 
| enz da: Ji Act = T Fr E ] \ dn x 
di = "Mz dq (x : ae 
- I 
;| x dloga(x)| ee 
len de tute at tamed enr 
de AREE 24( Fe) hom oS 


wobei, nach ausgeführter Differentiation hinsichtlich g, das Argument 


2K : i 
u durch x zu ersetzen ist." Man bemerkt nun sehr leicht, dass durch 


"m 


die bezeichnete Differentiation und nachherige Integration keine Ausdrücke 





veranlasst werden, welche bei eintretendem Zeichenwechsel von g’ unendlich 
srosse Werthe erhalten könnten. 


Ausdrücke der im Texte angeführten Gattung finden sich, so viel ich weiss, zum 
ersten Male in einer Abhandlung von Herrn C. O. Meyer, CnELLES Journal, B. 56. 
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Nach diesen Bemerkungen wollen wir den Fall etwas näher betrach- 
ten, wo der Modul % den Werth Null hat, und wir werden besonders 
festzustellen suchen, ob ein solcher Fall bleibend bestehen kann, oder ob 
diese Annahme hinsichtlich des Moduls nothwendig auf Ausdrücke führt, 
welche mit der Zeit unbegrenzt wachsen. Wäre dies letztere der Fall, 
dann müsste den absolut gültigen Formeln die Annahme eines Moduls 
zu Grunde gelegt werden, deren numerischer Werth weniger als die Ein- 
heit betrüge, weil ein Anwachsen der Function V, die Verkleinerung des 
Moduls nach sich zieht. 

Vor Allem bemerken wir nun die Gleichungen: 








. N, 
sin V, = ——— 
ei rem” 
= 2 
Bu 2 5 
e te” 


welche unmittelbar aus den Gleichungen (9) oder (10) des zweiten Ab- 
schnittes folgen, wenn man die Bezeichnung: 


& = ynt + C 


in Kraft lässt; und wir können hier sogleich a statt 7, oder y statt £ 
schreiben, weil die Gleichheit dieser Grössen eine nothwendige Folge un- 
serer Annahme in Bezug auf den Werth von % ist. 


Aus der dritten der erwähnten Gleichungen folgt: 


d V, 2 





E É 


dé ete. 


il 


woraus man durch Integration den Werth: 


V, = — 2arctang(e *) + Const. 


erhält und es ist leicht zu erkennen, dass die Constante gleich + ^ zu 


setzen ist, damit V, mit £ verschwinde. 

Für unsern jetzigen Zweck genügt es, von den Gliedern in der 
Function (X) ein einziges herauszuheben und das entsprechende in VF, zu 
bilden. Die hierzu erforderlichen Operationen sind typisch und finden 


Acta mathematica, 9, Imprimé le 2 Mars 1887, 33 
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ohne Abänderung bei der Behandlung der übrigen Glieder Anwendung. 
Das betreffende Glied sei: 


(X) = — 54, sin(2 nt + & Z + 2A,) 


Zunächst müssen wir hier die Grösse Z durch die bekannte Function V, 
und durch V, ersetzen. Die letztere ist allerdings nicht bekannt, aber 
wir setzen von derselben voraus, dass sie genügend klein ist, um in einer 
ersten Annäherung vernachlässigt werden zu dürfen. Der Erfolg wird 
erweisen, in wiefern eine solche Annahme berechtigt ist oder nicht. — 
Weil nun der Coefficient À verschwindet, so gilt die Gleichung: 


und wir können hier leicht bemerken, dass die Grössen Z und c mit 
einander durch Addition verbunden vorkommen. Daher können wir c 
beliebig wählen, indem dies nur zur Folge hat, dass das in Z etwa vor- 
kommende constante Glied in entsprechender Weise bestimmt wird. Soll 
nun Z von einem solchen Gliede befreit sein, so muss entweder das con- 
stante Glied in V gleich A gesetzt werden, oder, wenn V nur veränder- 
liche Glieder enthält, hat man A gleich Null anzunehmen. Es wird 


mithin im letzteren Falle: 
sc = s'c' — DB 


Für die Function Z nehmen wir also, den Werth: 


Z = — * arctang(e 7) 
an. Hieraus könnten wir nun Z in einer, nach den Potenzen von € 
fortschreitenden Reihe entwickeln, die bei positiven Werthen von &, den 
Werth Null inclusive, immer convergirt; wir erhalten jedoch in der fol- 
senden Weise eine wesentlich mehr convergente Darstellung der betreffen- 
den Function. 

Der soeben angeführte Ausdruck giebt uns: 


» 4 mw Dm ; 
Z = — -aresin (- - zip 
i Vi+e” 
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und setzen wir: 





so ist ¢ eine stets reelle Grósse, welche von - bis o variirt, indem £ die 


Werthe von o bis co annimmt. Es finden sich umgekehrt die Aus- 





driicke: 
5 260 s 
sing — UNE ons 
VI+e” 
326° 8 /2e 


sin3¢ ee re XEM 


Us S2 Wie 





Man findet nun die Function Z durch eine gleichförmig convergente, 
nach den ungraden Vielfachen von ¢ fortschreitende Sinusreihe, wonach 
die folgenden, ebenfalls gleichfórmig convergenten Reihen hergestellt 
werden können: 


sins, Z = 2P, sing + 2P,sin39 +... 
coss, Z = P,+ 2P,cos 26 +... 


Die Summe der Quadrate dieser Gleichungen giebt uns mehrere Beding- 
ungen; unter andern diese: 


Kap) oe Pa ents, 


aus welcher man eine bereits oben gemachte Bemerkung bestätigt findet, 
nehmlich, dass P, nie den Werth 1 überschreitet, während von den 


m » X L I I 
übrigen Coefficienten keiner grösser als — werden kann. 
v2 
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Das erwähnte Glied in (X) wird nun: 


Co — 54, [P, + 2P,cos2¢ + ...]sin(2A nt + 244) 
m [2P, sing + 2P,sin3¢ + ...]cos(2A,nt + 2A,), 


welchen Werth wir jetzt in die Formel (30) fiir X einzusetzen haben. 
Wir begniigen uns jedoch bloss den Theil: 


X = —-A, P,sin(2A,nt + 2A,) 


tI 


zu berücksichtigen, weil die Behandlune der folgenden Glieder des obigen 
D 1 o o o 
Ausdruckes von der des soeben hervorgehobenen nicht wesentlich ver- 
schieden wird. 
Zur Erlaneune des Resultates sind noch foleende Schritte erforder- 
e [e] eo 
lich. Wir bemerken die, für verschwindende Werthe von A' gültigen 
, o D 
Ausdrücke: , 














dnié 2 . 1 dnié dlog 6, (ig I (gf ei 
——— = —— _—,: = zx -l-—(e 5 
enue e tere k? cn1£ dé 4 
K' — E I 
AK => 
und erinnern uns, dass jetzt: 
r= 4; 
so dass vt durch den Werth: 
é—C 
nt = — 
4 
ersetzt werden kann. Bezeiehnen wir überdies: 
pep. ee vao 
DT 1077 Mon mie a e 
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so erhalten wir aus der Formel (30): 























a i 

2 V. Blu et x im Pa 2 - 

(32) ive 2a? (e e^) "UN SH aD S 
L 1 E - | 
res | SUN ese cim H, \(e —e i 

a a À A 

ie ; sin (^£ 4 H, 

—Àu J dg | —L——4 
Gi GAGE ee +e ” 


Die fernere Ausführung der hier angezeigten Operationen können wir bei 
Seite lassen, da eine vollständige Entwicklung der betreffenden Formeln 
bei den vorliegenden Untersuchungen nicht beabsichtigt oder erforderlich 
ist. Wir bemerken aber ohne Mühe, dass der soeben angeführte Ausdruck 
für die Function V, theils Glieder umfasst, welche gar keine Exponential- 
functionen enthalten, theils aber Glieder, die mit e^* oder mit Potenzen 
dieser Grösse multiplieirt sind. Diese letzteren werden nun mit wachsen- 
dem £ sehr bald unmerklich, so dass die Function V, im Wesentlichen 
aus dem Gliede 


r 


re oe SUED 





bestehen wird. Da nun die Grösse A, in Folge unserer früheren An- 
nahmen, als eine sehr kleine Grósse im Vergleich zu a^ anzusehen ist, 
so müssen auch die Werthe der Function V, als kleine Gróssen betrachtet 


werden. Die Untersuchung der Glieder, welche mit sing, sin3¢,,..., 
cos 26,..., multiplicirt sind, führt man in derselben Weise aus, wie oben 


gezeigt wurde. Nachdem man die Ausdrücke für sing,... als Func- 
tionen von € * substituirt hat, bemerkt man sofort, dass die entsprechen- 
den Glieder in V, mit dem Factor e * oder mit ganzen positiven Potenzen 
dieser Grösse multiplicirt erscheinen und also mit wachsendem € sehr 
rasch. abnehmen. 

Theils auf Grund dieses Resultates, theils mit Rücksicht auf die im 
zweiten Abschnitte durchgeführten Untersuchungen in Betreff der nach 
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den U-Functionen vorgenommenen Entwicklungen, schliessen. wir, dass die 
Darstellung der Function V,, die wir in der angedeuteten Weise aus der 
Formel (30) gewinnen können, immer convergent ist, wenn € auf positive 
Werthe beschränkt bleibt. Bei negativen Werthen von & würde man zu 
demselben Resultate gekommen sein, und wir dürfen demnach als be- 
wiesen annehmen, dass V, sich für jeden Werth von £, in der angezeig- 
ten Weise darstellen lässt, sowie dass diese Function immer einen kleinen 
Werth beibehalt. Die Berücksichtigung der Glieder in X, welche aus 
Vi, Vi... herrühren, würde, wie man durch Betrachtung der Gleichung 
(4) leicht bemerken kann, in diesem Resultate keine Anderung hervor- 
rufen. Auf Grund dieser Ergebnisse müssen wir nun schliessen, dass die 
Bewegung unter der soeben betrachteten Bedingung, fortbestehen kann. 

Wir wollen noch die Bestimmung der Constante C etwas näher be- 
leuchten, wobei es sich erweisen wird, dass dieselbe nicht mehr beliebig 
sein kann, sondern einer gewissen Bedingung genügen muss, eine noth- 
wendige Folge davon, dass die Constante 7 der Bedingung: 


unterworfen ist. 


2 ; : AL ° rie 

Die Werthe von Z, V, und E. , welche für den Zeitpunkt / = o gelten, 
d Z^ 5 : 2 5 

und ( T , und setzen, in Analogie mit 
AUT 


bezeichnen wir mit (Z),, (V,), 


früher gebrauchten Bezeichnungen, 
2 dZ 
¢, =6-+ (2); N, c edm 


Man findet nun, indem man von den Gliedern in V, absieht, 


en wal d dd > — —  — * wal . —C\ 
2(V,), = se, — s'c.-- B= 2D — x — 4arctang(e ^) 
d V. Ana 
2 9| — sn, — sn on = ————, 
| dt J. 0 ale e! E Dn 


Die Constante C unterliegt hier der Bedingung, dass aus den beiden 
Gleichungen genau derselbe Werth für diese Grosse erfolgen muss. — 
Man bemerkt schliesslich leicht, weil: 

2 


cos D = —— + 
ete 
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dass der Bedingung: 


© = cos D? — LLLI LAE 
\ 2an, 


(s + o)n, 


Te 
su 





durch die obigen Ausdrücke genügt wird. 


Dass aber die Werthe von c, und n,, welche unmittelbar durch 


0? 
Beobachtungen gegeben werden, dieser Gleichung genügen, ist nun aller- 
dings sehr unwahrscheinlich; nichts desto weniger ist die Betrachtung des 
entsprechenden Specialfalles von wesentlichem Interesse; nachdem wir 
denselben erledigt haben, und dabei gesehen, dass die Entwicklungen con- 
vergiren, sind wir zu der Schlussfolgerung berechtigt, dass unsere Dar- 
stellung des Integrals der vorgelegten Differentialgleichung zur Bestimm- 
ung von € gleichformig convergent ist, und zwar nicht nur wenn sämmt- 
liche k, kleiner als 1 sind, sondern auch, wenn eine dieser Grössen den 
Werth ı hat. Mehrere dieser Grössen können, wie man sehr leicht ein- 
sieht, nicht diesen Werth haben; es kann nehmlich kein Integrationsdivisor 
? werden. 

Als characteristisch für die Bewegung in dem Falle, wo k= 1, heben 


kleiner als « 


wir noch Folgendes hervor. Die mittlere Bewegung ergiebt sich aus der 
Formel: 
\ sn 


n= —; 
s+oa 





den Unterschied zwischen dieser und der apparenten mittleren Bewegung 
erhalt man aber aus: 





dieser Unterschied wird also unmerklich bei einigermassen grossen posi- 
tiven oder negativen Werthen von €. Bei kleineren Werthen von £ wird 
aber die apparente mittlere Bewegung erheblich von der wahren abweichen 
und also Werthe von À veranlassen können, die merklich von Null ver- 
schieden sind. : 

Auf die nähere Ermittelung der Ausdrücke, welche Entwicklungen 
nach Functionen von Exponentialgróssen enthalten, muss hier verzichtet 
werden, einestheils weil eine solche die Grenzen dieser Abhandlung sehr 
bedeutend erweitern müsste, anderntheils aber weil die vollständige Dar- 


264 H. Gyldén. 


stellung der betreffenden Formeln erst dann von Interesse wird, wenn 
sich ein entsprechender concreter Fall darbietet. Dass einer solchen Dar- 
stellung, die allerdings nicht besonders einfach werden würde, jedoch keine 
ernsten Schwierigkeiten im Wege stehen, geht aus den Untersuchungen 
am Ende des zweiten Abschnittes hervor. Auf diese Untersuchungen ge- 
stützt, bemerken wir noch Folgendes. 

Hat die Grösse k’ einen zwar sehr kleinen, aber doch reellen Werth, 
so werden die Glieder in der Function (X) bei der Integration durch 
Factoren der Form: 

ZI 
cotang —' A 
De (7 41) 
vergróssert. In diesen Fällen hat man aber, wie oben nachgewiesen 
wurde, genähert: 


= 
DIN 


so dass der betreffende Integrationsfactor den Werth: 


cotang ^ 7 
annimmt. Nachdem dieses Resultat erlangt worden ist, schliesst man un- 
mittelbar, dass Glieder in V, zwar wesentlich vergrössert werden können, 
ohne jedoch noch folgern zu dürfen, dass diese Function aufhörte, eine 
kleine Grösse zu sein. Wir wissen im Gegentheil, dass so lange k’ einen 
reellen, wenn auch noch so kleinen, Werth hat, so kann V, keinen grös- 
sern Werth erhalten, als denjenigen, welcher sich aus der Gleichung (10) 
ergiebt. Die in dieser Gleichung vorkommende Function Z, ist aber, wie 
man aus der ersten der Gleichungen (16) ersehen kann, im Allgemeinen 
eine kleine Grösse, wenigstens von der Ordnung ES d. h. bei kleinen 


s c 
ree 


Werthen von 4’, von der Ordnung 
5,4 


Nun ist aber, wie wir einer*in der Einleitung gegebenen Formel 
entnehmen können, näherungsweise: 
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wir haben also: - 
a 24 


“1 e 
, 1 
8 


Der Nenner ist hier im Allgemeinen eine Grósse nullter Ordnung, welche 
nur in selten vorkommenden Ausnahmefällen so kleine Werthe annimmt, 


dass das Verhältniss als eine Grösse nullter Ordnung anzusehen wäre. 





$, h 

Es ist aber noch ein Umstand zu berücksichtigen. In dem Maasse, 
wie V, grösser wird, vermindert sich, wie wir aus der Gleichung (3) ent- 
nehmen können, der Werth von 4, vorausgesetzt, dass V, nicht Werthe 
erhält, die hier nicht in Frage kommen können. In Folge dessen wird 
die Wahrscheinlichkeit vermindert, dass der Modul % der Einheit sehr 
nahe kommen kann, so dass das betreffende, von dem Argumente nf 
abhängige Glied als ein gewöhnliches zu behandeln wäre. Aus dem Ge- 
sagten dürfen wir nun schliessen, dass Fälle, wo V, als eine Grösse nullter 
Ordnung anzusehen ist, während k’ einen sehr kleinen Werth hat, zwar 
nicht ganz ausgeschlossen sind, dieselben aber als sehr unwahrscheinlich 
betrachtet werden dürfen. Auf keinen Fall wird aber die Convergenz 
der Reihe (20) dadurch aufgehoben, dass die Function V, grössere Werthe 
erhält; die Convergenz dieser Reihe bleibt, wie aus den vorhergehenden 
Untersuchungen hervorging, bestehen, so lange keine der Grössen X, den 
Grenzwerth ı überschreitet. 

Ähnliche Betrachtungen, diejenigen Fälle betreffend, wo /' sehr klein 
aber doch reell ist, würden zu der Erkenntniss führen, dass solche Fälle 
wohl stattfinden können, wiewohl sie als unwahrscheinlich anzusehen sind. 
Bei Werthen von /, welche der Einheit sehr nahe kommen, kann die 
Function V, leicht erhebliche Werthe erhalten, wodurch wiederum eine 
Verkleinerung von « herbeigeführt wird. In dem Maasse aber, wie für « 
kleinere Werthe anzunehmen sind, wird die Wahrscheinlichkeit geringer, 
dass aus der vierten Gleichung des Systems (IV) im zweiten Abschnitte 
ein positiver Werth, für 7” hervorgeht. Gegenwärtig haben wir keine 
Veranlassung, die Existenz eines solchen Falles zu vermuthen und dürfen 
daher die, in anderer Hinsicht wenig interessanten Detailuntersuchungen 
derselben vor der Hand bei Seite lassen. 


Acta mathematica. 9. Imprimé le 9 Mars 1887 34 
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Die im Vorhergehenden mitgetheilten Untersuchungen beziehen sich 
auf einen idealen Fall, welcher in den Bewegungstheorien von materiellen 
Punkten, die sich gegenseitig anziehen, nicht in andrer Weise realisirt 
sein. kann, als indem wir die entsprechenden Formeln als eine erste An- 
niherung betrachten. Nichts desto weniger, und sogar ganz abgesehen 
von der Möglichkeit, die bereits erlangten Resultate als Formeln einer 
ersten Annäherung entsprechend verwerthen zu können, haben diese Re- 
sultate doch einen nicht geringen Werth für die Beantwortung der Frage, 
welcher die vorliegenden Untersuchungen gewidmet sind; sie ergeben 
nehmlich gewissermassen ein Schema, nach welchem die Untersuchungen 
über die Convergenz der in wirklich vorkommenden Fällen anzuwenden- 
den Entwicklungen vorzunehmen sind. 

Bereits in der Einleitung wurde des Umstandes gedacht, dass charac- 
teristische Glieder derselben Ordnung nicht vereinzelt vorkommen, sondern 
in der Regel in einer endlichen Anzahl vorhanden sind. Wir müssen 
nun unsere Untersuchungen dahin ausdehnen, dass auf diesen Umstand 
Rücksicht genommen wird, damit sie denjenigen Character der Allgemein- 
gültigkeit erhalten, welche für die Erkenntniss der Natur der Bewegungen, 
also für die Lösung der Aufgabe im astronomischen Sinne, erforderlich 
ist, wobei die Entscheidung hinsichtlich der Convergenz gewisser bei der- 
selben auftretenden Reihen offenbar nicht genügt. 

Unsern Untersuchungen legen wir also nun die nachstehende Diffe- 
rentialgleichung zu Grunde, von welcher die Gleichung (2) des ersten Ab- 
schnittes als eine Specialisirung anzusehen ist, 


d'Z ; : 4 r 
(1) TUAE n? A, 4 sin [(sm — s'n' + ont + sZ + se — se + D,4] 





— n^ A, , sin [(sn — s'n' + a, m)t + SZ 4 se — s'e' + Bo] 


ae -n?(X) 
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"wobei bezeichnet wurde: 


(2) - X) = — A), sin[(s;» — sin + oj nt + 8 Z + sc sic’ + B,,] 
sv’ + o,.n)t + 82 + sic — sic’ + B,.] 





— A,, sin [(sın 


— A, , sin [(s,» — syn’ + oy n)t + s,Z + 5,0 — s;c' + B] 
— A,,sin [(s.v — syn’ + os, n)t + 5,Z + 5, — sc + B,,| 


Wenn wir hier feststellen, dass die Coefficienten A,,, 4,,, ... unter ein- 
ander Gróssen derselben Ordnung sind, und ebenso die Coefficienten A, ,, 
A,,, ... unter einander, u. s. w., so ist die Anzahl dieser Coefficienten in- 
nerhalb jeder Gruppe immer endlich, wiewohl diese Anzahl mit der Ord- 
nung der Gruppe, also mit dem ersten Index der A-Coefficienten wächst. 
Nun kommen aber Glieder vor, deren Argumente mit den Argumenten 
der bereits gedachten Glieder zusammenfallen, deren Coefficienten aber 
einer höheren Ordnung als der betreffenden Gruppe angehört. Zählt man 
nun diese Glieder zu der Gruppe, so wird dieselbe zwar eine unendliche 
Anzahl Glieder enthalten, welche aber selbst in Gruppen zerfallen, die 
eine gleichfórmig convergente Reihe bilden. Auf unsere ferneren Be- 
trachtungen bleibt daher der Umstand ganz ohne Einfluss, ob die Anzahl 
der Glieder innerhalb der, in den Formeln (1) und (2) vorkommenden 
Gruppen eine endliche oder unendliche ist. 

Indem wir unter o und B zwei noch zu bestimmende Constanten, 
a von derselben Grössenordnung wie 6,1; %,., ... und B beliebig, ver- 
stehen, führen wir zwei Functionen e und 6 durch die Gleichungen: 


COS 20 — 84, cos [(a,, — o)nt + By, — B] 
+ 5A, , cos[(a.— o)nt + Bi: — D] 
Ee m 
(3) e Ac " : 
e sin 20 = sA,,sin[(a,,— o)nt + B,, — D] 


+ SA, , sin [(o0,2 — e)nt + Bis — B] 
Ve 


268 


H. Gyldén. 


ein. Setzen wir überdies: 


(4) 


2 W = (sn — sn + on)t + sZ + sc — sc + B, 


so erhalten wir aus (1) die Differentialgleichung: 


(5) 


JE 
di 


= — n's sin (W + 8) cos(W + 6) + n°(X) 


Untersuchen wir vor Allem das Verhalten der Functionen s und 8. 
Zu diesem Zwecke differentiiren wir die Gleichungen (3) und setzen zur 


Abkürzung: 


De I E DB 


Es findet sich hierauf: 


de : do ‘ 
cos 207, — 2¢ sin AE = — 8(H,, — e)n.A, , sin L, 
— s(a,. — o)nA,,sinL, 
2 de do 
sin 2 07 + 2s cos 2 == S(o,, — o)nA,, cos L, 


+ 8(a%,. — o)nA,, cos L, 


Unter Berücksichtigung der in den Gleichungen (3) gegebenen Ausdrücke 


für e cos260 und 


de 
2— 


~ dt 


o 
e sin20 findet man nun durch eine leichte Rechnung: 
— SN (09,2 — 0,1) Ao,1Ao,2 Sin (L4 — L;) 

€ . \ 
— s’n (60,3 — 00,2) Ao,» Ao, ; Sin (L4 —- L:) 


2 : 
a ere (05.5 Dto 0,3) daos sin (L, = L,) 


s*n(o,, — 0)Aı + 8°n(H,.— o) Abs +... 
+ s’n(o,ı + 00,2 — 26)Ay,, Ay,» COS (L, — L;) 
or s’n(o,,. u Ne 20) 4,2 4,3 cos (Ls EE Ly) 
SF s^n (a + 00:3, 773 20) 4,1 40,3 cos (Ls L) 
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uud aus den Gleichungen (3) ergiebt sich die nachstehende direct, indem 
man die Summe der Quadrate dieser. Gleichungen bildet, 


css 2 eset sd 
+ 2554,14, cos (L, — L;) + 2574, ,4,, cos(L, — L,) 
+ 257A, ,Ay,; cos (L, — Lo. +. 
Durch Differentiation fideo Formel ergiebt sich der bereits angeführte 
Werth von oe unmittelbar. 
Durch die Definition der Function s ist es an sich klar, dass die- 
selbe immer einen reellen Werth haben muss. Wenn wir also von dem 


sehr unwahrscheinlichen Falle absehen, in welchem ¢ den Werth Null 
erhalten kann, so dürfen wir s* als eine stets positive Grösse ansehen. — 


^» 


Setzen wir nun: 


h? = s*{ Av, A +...) 
HS ANA, cog hy — 4) +. 


und bezeichnen den gróssten positiven Werth von H mit H, und den 


gróssten negativen mit — H,, so ist nothwendig: 
RÉF, 
Wir bezeichnen ferner: 
D Hy idl, 
( nn f, — = 
I, 2 ? 2 2 


und schreiben: 
Ae 72 2 : 
c=h’+9,+H—y,; 
es ist hierbei klar, dass die Function H — y, zwischen den Grenzen — g, 
und + 9, hin und her schwankt, sowie dass 


h* 4- g, > 9 
Setzen wir also: 
H 9) = gal 


di = 2/3 
h* + g, 1 + 6? 
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so ist U eine Function, welche immer zwischen den Grenzen — 1 und 
+ 1 eingeschlossen bleibt, und 3 eine Constante, deren Werth kleiner als 
die Einheit ist. Es ergiebt sich hiernach: 


k +9 
LAS Ja f ATT 971 
=- Fat + 28U + f£, 
aus welcher Gleichung die Function e ebenso wie Ve in gleichförmig con- 
vergenten heihen entwickelt werden können, wobei die Glieder trigono- 
metrische Functionen der Argumente L,, L,,... enthalten. Mit Hülfe 


J 4 : = A I - : 
des gefundenen Ausdruckes lässt sich die Function 5 ebenfalls in der- 


€ 
selben Weise entwickeln, wonach eine ähnliche Entwicklung des Diffe- 
A do 
rentials Ag 
die Coefficienten dieser Entwicklung lineare Functionen der (Grössen 
0, O15 Os --+ Sind, woraus folgt, dass das constante Glied, durch eine 


hergestellt werden kann. Man bemerkt nun sehr leicht, dass 


passende Bestimmung von e, die noch zu unserer Verfügung steht, zum 
Verschwinden gebracht werden kann. Man erhält somit die Function 6 
durch eine Reihe dargestellt, in der nur trigonometrische Functionen der 
Zeit vorkommen. Wir nehmen hier an, dass die Reihe gleichfórmig con- 
vergent ist; der Beweis für die Richtigkeit dieser Annahme ergiebt sich 
bei der Entwicklung der elementiren Glieder, die wir aber jetzt nicht 
mit in den Kreis unserer Untersuchungen hineinziehen. 

Wir gehen nun zur Aufsuchung des Integrals der Gleichung (5) 
über; ich bemerke dabei, dass die Form, unter welcher ich hier das 
Integral darstellen werde, in gewissen Fällen, namentlich wenn = sehr 
klein werden oder gar verschwinden kann, durch eine andere mit Vortheil 
zu ersetzen ist. Diese andere Form findet sich in einer Abhandlung von 
Herrn Harzer: Untersuchungen über einen speciellen Fall des Problems der 
drei Körper dargestellt, welche Abhandlung vor kurzem in den Mémoires 
de l’académie des sciences de S:t Petersbourg veröffentlicht 
worden ist. 

Die betreffende Gleichung erhält sogleich eine etwas einfachere Form 


als die oben gegebene, wenn wir setzen: 


W - 0 == V; n^ (X) EE de = n! X; 


-1 
— 
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es wird nehmlich nun: 


Jy 23.3.2 7. d 
(6) = + n'a? sin V cos V =n’X, 


wenn wir a^ statt = schreiben. 

Wenn nun a4? eine Constante wäre und X den Werth Null hätte, 
so erhielte man das Integral der vorgelegten Gleichung durch elliptische 
Functionen, wie im zweiten Abschnitte gezeigt worden ist. Wenngleich 
aber diese Voraussetzungen hier nicht zutreffen, so geben wir dem Inte- 
grale doch dieselbe Form, die es bei constantem a? und verschwindendem 
X erhalten würde, indem wir sowohl den Modul als veränderlich ansehen; 
als auch dem Argumente eine Function der Zeit hinzugefügt denken; 
diese Grössen müssen selbstverstindlich in der Weise bestimmt werden, 
dass der obigen Gleichung genügt wird. 

Dem Gesagten gemäss setzen wir: 





(=) = 7 — 2° sin’, 


TL 
I 
— 


wobei wir unter der Bezeichnung ;? eine Function der Zeit verstehen, 
welche einen constanten Werth annimmt wenn 4° unveränderlich ist und 
X den Werth Null hat. 

Zur Bestimmung der Function 7 differentiiren wir die soeben auf- 
gestellte Gleichung? wodurch wir finden: 


dy” pues dV | dV 
ndt — ndt | n^dt? 


= 7 7 H das 
+ a? sin V cos J | + sin J P 
(LA 


eine Gleichung, aus welcher man mit Rücksicht auf (6) die nachstehende 


augenblicklich erlangt: 








3 ZH ox sin 
( ) ndt ndt D ndt 
Dem zweiten Integrale der Gleichung (6) geben wir die Form: 


(9) V — am£ (mod k = = 
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wobei wir uns das Argument £ als durch die Formel: 


= 2K 


a 





(10) - 


| [reat ar r4 


gegeben denken. 

In dieser Formel bezeichnet A das, mit dem veränderlichen Modul # 
berechnete vollständige Integral erster Gattung, welches jetzt ebenfalls als 
eine Function der Zeit anzusehen ist; /' eine sogleich zu bestimmende 
Function und /; eine Integrationsconstante. 


- 


Für die Function "di erhalten wir nun einerseits unter Berücksich- 
tieung der Gleichung (9) aus der Gleichung (7) den Werth: 


av 


FE = rdng; 


anderseits ergiebt sich aber durch Differentiation der Gleichung (9) 
unter Berücksichtigung von (10): 








dV 2K a | 


= ) Az E jn an | damé di 
ndi — Dar ar e TH Padi + (gli) 


ndt | 7 dk nat 





Nun findet man aber, mit Hilfe einer von Herrn Hermire gegebenen 
Formel für die Differentiation der elliptischen Funetionen hinsichtlich 
des Moduls: 














AE 
€ 
dam? N EWR SN dné d log 4, (2) 
ae ne errang A Indt + Ty) gps E 2 
womit das folgende Resultat erlangt wird: 
dv ADI 1 dlog0,(&4) dk | 
ndi nl / kK? dé ond | 


Die Gleichsetzung der beiden Werthe von 41° führt nun augenblicklich 
zu der Formel: 





c 
x N TE 2K dlow@,(2) dk 
( — + estis 
17) I 2K! n Ich? de nat 


Durch die Gleichungen (9), (10) und (11) ist V als eine Function 
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von y dargestellt worden; das erlangte Resultat wäre nun in die Glei- 
chung (8) einzusetzen, wodurch man eine Differentialgleichung erhielte, 
aus welcher die Unbekannte 7 bestimmt werden könnte, da alle übrigen 
in den betreffenden Gróssen als bekannt anzunehmen sind. Die Integra- 
tion dieser Gleichung liesse sich jedoch nicht direct ausführen, sondern 
müsste man das Resultat auf dem Wege der Annäherungen suchen. — 
Wir wollen aber diese Differentialgleichung unseren Untersuchungen nicht 
zu Grunde legen, sondern zunächst eine andere ableiten, durch welche / 
gefunden wird; hierauf werden wir eine zweite Differentialgleichung auf- 
suchen, durch deren Integration man zwar nicht 7 selbst, wohl aber einen 
Theil des Integrales 
f rit 
bestimmen kann. 
Die Relation zwischen den drei Grössen k, x und y giebt uns sofort: 
r da’ — a’dy? 


Uu : 


i 





Hieraus ergiebt sich, indem der Werth von d;? aus der Gleichung (8) 
eingeführt wird, 
dk? — = (7? — a? sin V?)da? — 2a*XdY ], 


T 





oder: 
di ez das E = 
(12) a ins ad 2 g ans, 
oder endlich: 
5 di LOMA mod 
(13) «apo s dh AN 


Aus dieser Gleichung lässt sich ein bemerkenswerthes Resultat ableiten, 
wenn man sich die Annahme gestattet, dass die dritte Potenz von k neben 
der ersten vernachlässigt werden darf. Um dieses Resultat zu erhalten 


: 5 La z 6 co 
schreiben wir wie früher i für k. Es ergiebt sich alsdann: 


l 7 X = 
(14) tz dné 
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wonach man die Formel: 


da, sy 3 CLIS - 
en 


dn pal 


aufstellen kann, wobei 7, eine Integrationsconstante bedeutet. 

In Ubereinstimmung mit der soeben erwähnten Hypothese setzen 
wir nun dn£ gleich der Einheit und folgern alsdann den Werth: 
I a 


LET jeder uen 
uo) l 22 Tf Xndt 





! 


Dieser Ausdruck repräsentirt eine wirkliche Annäherung, so oft k 
immer kleiner als ı bleibt; durch Substitution dieses Werthes in der 
Formel (15) ergiebt sich ein genaueres Resultat, und man findet die ge- 
suchte Grösse mit jeder beliebigen Genauigkeit, indem man die Näherungen 
fortsetzt. Diesem Resultate entspricht auch der Werth: 


(17) fh + f Xndt 


womit wir mit Hilfe der Gleichung (11) den nachstehenden erhalten, 


indem wir fortwahrend Gróssen von der Ordnung k? vernachlässigen, 


f Tndt on + fnit | Xndt 
Nun ist aber, wenn wir uns der 3ezeichnungen: 


sn — s'n' + on = 2nd; se— sd + B= 2A 


bedienen, 
2(V — 0) = 2ànt +sZ + 2A; 


und setzt man hier den Werth von V ein, so wie sich dieser durch Ent- 
wieklung der Gleichung (9) ergiebt, nehmlich: 


V =f Tudt + /, + periodische Glieder, 
so findet sich mit Rücksicht auf den soeben gefundenen Ausdruck für [1 ndt: 


2p, nt + 21, + 2% + 2 [ndt f Xndt — 28 
= 2)nt + sZ + 2A 
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Wir haben hier die im Ausdrucke von V vorkommende Summe von 
periodischen Gliedern durch ^ bezeichnet; wenn wir jetzt noch 7, mit 
à, l, mit A identificiren, so wird unser Resultat: 


(18) = ie, — 8 + fndt [X Xndt | 


Diese Ergebnisse sind selbstverständlich nur genäherte, und namentlich 
wäre die Relation zwischen 7, und A noch sehr ungenügend, wenn es sich 
um die Ausführung einer numerischen Rechnung handelte. Die strengeren 
Ausdrücke haben für die jetzigen Untersuchungen kein besonderes In- 
teresse; ich kann sie also hier bei Seite lassen, und dies um so mehr, 
als man sie aus der Gleichung (15) in ähnlicher Weise ableiten kann, 
wie die Gleichungen (17) und (18) erhalten n 

Erinnern wir uns der Beziehung: 


aug 0 


n?(X) + de 


— n? X, 


so finden wir aus der Gleichung (18) diese: 


(19) ME | V. + f nat f (X)nat| 


Aus der Gleichung (2) nehmen wir nun die nächste Glieder-Gruppe, 
die wir uns als in einem einzigen Gliede zusammengezogen denken, be- 


sonders heraus, und schreiben: 


a~lw 


(X) = — Ze, sin (W, + @,) cos(W, + 8) + —(%), 


wobei ¢,, 0, und W, genau in derselben Weise aus den Gliedern der 
jetzt in Frage stehenden Gruppe gebildet werden, wie die entsprechenden 
Gróssen ohne Index aus den Gliedern der ersten Gruppe; wir haben na- 
mentlich: 

2W, —2AÀnt +3,24 2A, 


2 al oe . . 
Die Function —(X,) umfasst die Summe aller übrigen Glieder, welche 
s 
1 


nicht der zusammengezogenen Gruppe angehören. 
Wir zerlegen nun Z in zwei Theile, Z, und Z, und denken uns 


276 H. Gyldén. 


dabei den Theil Z, als bekannt, d. h. aus den bekannten Gliedern in dem 
Ausdrucke (19) zusammengesetzt. Hierauf entwickeln wir sin Z, nach 
den Vielfachen der Argumente, welche in Z, vorkommen, bezeichnen das 


constante Glied dieser Entwicklung mit P, und setzen endlich: 
eh 
29, = 2Ant Fs,7 + 2A, +20 


d* 0, 
dt? 





n*X, = n'(X) + 


Durch zweimalige Differentiation der Gleichung (19) ergiebt sich jetzt: 


(20) —- + n’a sin V, cos V, = n?X,, , 
welche Gleichung genau wie (6) zu behandeln ist. 

Bei der Herstellung der Gleichung (20) haben wir gewisse Glieder, 
die nicht unmittelbar bekannt sind, allerdings vernachlässigt, nehmlich 
die, welche von den Argumenten 2(A + A,)nt, 2(A— A,)nt, u. s. w. ab- 
hängen. Diese Glieder können aber, sobald Z mit Hilfe der Gleichung 
(20) einmal bestimmt worden ist, leicht berechnet werden und sind immer 
als sehr kleine Gróssen anzusehen; wir kónnen sie daher nach und nach 
der Function 7 


, hinzufügen. Nachdem dies festgestellt worden ist, haben 


wir: 


und erhalten, nach Integration der Gleichung (20), ein ähnliches Resultat 
hinsichtlich des Haupttheiles von Z’, den wir durch Z, bezeichnen wollen, 
vorausgesetzt, dass der Modul k, immer kleiner als 1 bleibt. In ähn- 
licher Weise ist nun fortzusetzen, und man findet, wenn die Moduli sich 
immer kleiner als 1 ergeben, ein Resultat der Form: 


(2 1) Z = 


nln 


p = y. + I le 


wae 
im Allgemeinen kleine Grössen sind, aber nicht über eine gewisse Grenze, 


also eine gleichfórmig convergente Reihe, da die Functionen ¥,, 4 


die als eine Grösse nullter Ordnung anzusehen ist, anwachsen können, 
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Ergiebt sich aber einer der Moduln als eine Function, deren Werthe 
immer über 1 liegen, so bricht die Reihe (21) bei diesem Gliede ab, und 
die entsprechende Gleichung der Form (6) oder (20) muss, damit das In- 
tegral derselben sogleich unter der anschaulichsten Form erhalten werde, 
in einer, von der vorher befolgten, etwas abweichenden Weise behandelt 
werden. é 

Wir nehmen hier wieder an, dass sich das erste Integral der Gleichung 
(6) — oder auch der Gleichung (20), denn die Rechnung bleibt immer 
dieselbe — durch die Form: 


darstellen lisst. Hinsichtlich des zweiten Integrales setzen wir aber vor- 
aus, dass dasselbe mit Hülfe der Gleichungen: 
| sin V = Isny | ; 


mod / — ) 
| cos — dn; | Cre 


zu finden ist, indem wir bezeichnen: 


2L 


(23) 9 = — f Andt + A, | 


“a -t 


und denken uns dabei 4 als eine noch zu bestimmende Function von f, 
und A, als eine Integrationsconstante. 
Aus den obigen Relationen findet sich sogleich: 


dV 
(24) ndi — Jun 





man erhàlt aber einen zweiten Ausdruck für dieses Differential, indem 
man eine der Gleichungen (22) differentiirt, und nachher cos V oder sin V 
mit Hülfe der anderen eliminirt. Man findet somit: 


dV leny damy snz dl 





ndt — dnz  ndt dnz ndt 
und hieraus ergiebt sich in Berücksichtigung der Gleichung: 


I dlog6,(7) dl 
nae vm T Ll? dn ndt 
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der Ausdruck: 








dV 2L I d log, ( 7) dl | snz dl 
— — leny A 3 "1" tl — 
ndt Al x li dy ndt | duy ndt 


Mit Hülfe der bekannten Relation: 





dlog 6, (7) __dlog6, (7) l"snz 
dy dz enydny 


lässt sich die vorstehende Gleichung indessen wesentlich vereinfachen; es 





wird: 
aV 2L 1 dlog0,(r) dl 
= leny|— A — ,,;——,2—— — 
ndis | i? dy nde 
. T | [/ A Re . . 
Dieser Werth von „; muss nun dem früheren, durch die Gleichung (24) 


gleich sein, aus welcher Bedingung die nachstehende Relation sogleich 
sefolgert wird: 


7T 2L dlog0 (5) dl 
25 — De E^ 
(25) 4 SL ub tp d ndt 





Im Gegensatz zu dem, durch die Gleichung (11) gegebenen Werthe 
von /, welcher offenbar für jeden Werth von € endlich bleibt, ist ein 
ähnliches Verhalten in dem soeben gefundenen Ausdrucke nicht unmittel- 
bar wahrzunehmen. Die betreffende Eigenschaft von A, für jeden Werth 


von z endlich zu bleiben, leuchtet aber unmittelbar ein, nachdem man 
] di "n 
den Werth von substituirt hat. 


ndt 
Weil: 


duc — cn7, 


kann die Gleichung (14) auch wie folgt geschrieben werden: 


dl X l da eae 
ndi a Ca ndi 7 


Dieser Werth soll also in die Formel (25) eingeführt werden; ersetzen 
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wir dabei die Function 6, durch 0,, indem wir von der bereits ange- 
führten Relation Gebrauch machen, so erlangen wir: 











T a |x y da snne 
(26) EE erm X sn7 __ I da sngen; 
2L 2L |«l dn7z a ndt  dnz 
T 1 221 2 ors 1 da me dlog 6,(7) 
RE | al 4 a ndt 4 dy 


Dieser Formel fügen wir die Gleichung (15) hinzu, nachdem wir in der- 
selben das Argument € gegen 7 vertauscht haben; es wird alsdann: 


da a 
— [ eng 


(ars ne 
(27) (=e |” aim [2 | ot 


u 





Dass die Entwicklung dieses Ausdruckes für 7 im Allgemeinen con- 
vergent sein kann, erkennt man leicht. Wenn aber die Glieder in X, die 
wir uns zunächst als völlig bekannt denken, so beschaffen wären, dass die 
Entwicklung des Integrales: 


LI 
7 


(a) | = nat 


Ü 


nicht convergirte, so müsste die Entwicklung des Integrales: 


^X 
(B) | an xndt 


t 


im Gegentheil convergent sein; dies jedoch nur unter der Voraussetzung 


dass - nicht gewissermassen aus zwei Reihen zusammengesetzt wäre, von 
denen die eine im Integrale (4) und die zweite im Integrale (7) das Auf- 
hören der Convergenz veranlasste. Bei der ersten Annäherung sind Reihen 
der zweiten Art höchst unwahrscheinlich, und wir brauchen einen der- 
artigen Fall gar nicht in Betracht zu ziehen, weil alsdann der Modul / 
nicht so klein sein könnte wie hier vorausgesetzt wird; man würde also 
auf die vorher aufgestellten Ausdrücke zurückkommen, wo % kleiner als 
ı vorausgesetzt wurde. — Bei der zweiten Annäherung kommen aber 
Reihen zum Vorschein, von denen man zunächst vermuthen könnte, dass 


sie, in das Integral (A) eingesetzt, das Aufhören der Convergenz veran- 
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lassen würden. Dass aber auch dies nicht der Fall ist, lässt sich durch 
folgende Betrachtungen nachweisen. 
Aus der ersten der Gleichungen (22) findet man: 


V = arc sin (lsny) 
und weil / kleiner als 1 angenommen wird, so convergirt die Reihe: 


I /snz 





V = Isny + +... 


D 
gleichförmig und die betreffende Function ist eine rein periodische Func- 
tion von 7. Berücksichtigt man diesen Werth von V bei der Gleichung: 


2V = 2nt + sZ + 2A + 29, 


so schliesst man sogleich, dass A gleich Null, sowie dass die Constante in 
6 gleich A sein muss. Die Sinusse der Argumente: 


2À,nt + $,Z + 2A, + 20, 
zerlegen wir nun in die Theile: 
G, sin (2A,nt + 2A, + 26) + H, cos(24,nt + 2A, + 20), 


und erkennen leicht, dass die Functionen G, und H, in Potenzenreihen der 
Formen: 
G, = G,,o an Gs Tenge 4G, SD en ot 


v 


H, = H, 09 + 4, (802^ +... 


zerfallen, welche Reihen für alle reellen Werthe der Veränderlichen y 
gleichförmig convergent sind. Bilden wir nun die Glieder der Function 
(X) und setzen sie in das Integral (3) ein, so erhalten wir Ausdrücke 
der Form: 


TX. enyndt, IDs snyenyndt, | sny’enyndt, 


Man bemerkt nun leicht, dass die Entwicklungen dieser Ausdrücke nicht 


nur convergiren, wenn die Coefficienten A, A, in der Weise ab- 


nehmen, dass die Entwicklungen von: 


S[Yınat, oe ndt, f Y nde, AU. 
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diese Eigenschaft nicht hätten, sondern auch dass die betreffenden Aus- 
drücke immer relativ kleine Werthe haben müssen. 

Die vorhergehenden Betrachtungen entscheiden aber nicht über das 
im Ausdrucke von 7 [Gleichung (23) und (26)] vorkommende Integral: 


+ 
X 
— sn zndt 
JE / 
LE 
Allerdings wird man in der ersten Annüherung — ganz unwalirschein- 
liche Ausnahinefalle auseenommen — ein convergentes Resultat erwarten 
c D 


müssen, allein in der zweiten Annäherung würde man ein Glied der Form: 
, e 


sh Y, snz?ndt 

finden, und über die Convergenz der Entwicklung derselben besagen die 
Untersuchungen über das entsprechende Integral im Ausdrucke für / 
Nichts Immerhin ist es sehr unwahrscheinlich, dass die betreffende Ent- 
wicklung wirklich divergent ist, und namentlich viel unwahrscheinlicher, 
als dass man bei dem Doppelintegrale: 


Jat f Y,ndt 


eine divergente Entwicklung findet, sondern hat man in der Regel bloss 
sehr grosse Glieder von sehr langer Periode zu erwarten. Nichts desto we- 
niger erscheint der Fall nicht gänzlich ausgeschlossen zu sein, dass die 
Form des Integrals der Gleichung (6), die wir in den Gleichungen (22) 
voraussetzen, nicht genügt. Ein soleher Fall kann aber auch aus einer 
anderen Ursache, die an sich viel wahrscheinlicher ist, als die Nichtcon- 
vergenz der oben bezeichneten Reihe, eintreten, nehmlich durch das Ver- 
schwinden der Function /. Wir werden sogleich eine, diesem Falle ent- 
sprechende Form des betreffenden Integrales aufsuchen, zuvor aber noch 
einige Bemerkungen in Betreff der Formel (27) den vorhergehenden hin- 
zufügen. 


‘da A la. : 
— —-Cn7* | en“ 
a [74 V 

P 


Das Vorhandensein der Factoren 6€ und €: übt keinen 
entscheidenden Einfluss auf das Verhalten der Function / aus, jedenfalls 
können sie die Convergenz der Entwicklung nicht beeinträchtigen. Ein 
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anderer Umstand ist von grósserer Bedeutung. Die Function X enthalt 
nehmlich das Glied: 

d°6 

dt* 


und zwar ist dieses eine Grösse zweiter Ordnung hinsichtlich der stören- 
den Kräfte, aber nur ausnahmsweise, durch das Vorhandensein anderer 
Factoren, einer höheren Grössenordnung beizuzählen. Ganz in derselben 
Weise verhalten sich die, den späteren Gliedern in (X) angehörigen Func- 
tionen 6,, @,, ...; ihre zweiten Differentiale sind wohl Grössen zweiter 
Ordnung, aber nur in kaum denkbaren Ausnahmefällen noch wesentlich 
kleiner. Durch die in der Gleichung (27) vorausgesetzte Integration werden 
nun diese Differentiale durch Grössen von der Ordnung a? dividirt. Diese 
Divisoren sind zwar erster Ordnung hinsichtlich der störenden Kräfte, 
gehören aber einer desto höheren Ordnung der Excentricitäten an, je 
grösser die ganze Zahl » ist und können also eine wesentliche Vergrös- 
serung des Integrationsresultats veranlassen. Dass die Function / beständig 
kleiner als 1 bleibt ist also desto unwahrscheinlicher, je grösser die Zahl 
y ist. 

In der Theorie der von Jupiter bewirkten Störungen des kleinen 
Planeten Pallas findet sich ein kritisches Glied, oder richtiger eine Gruppe 


, 


von kritischen Gliedern welche von den Zahlen s, — 7; s; — 18 abhängt. 
In Folge dieses Umstandes hat Gauss die Vermuthung ausgesprochen, 
dass die mittleren Bewegungen beider Planeten genau im Verhältnisse von 
A zu einander stehen. Abgesehen nun auch ganz davon, dass hier auf die 
Coexistenz mehrerer Glieder oder auf die vollständige Form der Argu- 
mente nicht Rücksicht genommen worden ist, erscheint uns diese Ver- 
muthung nach den vorhergehenden Untersuchungen als sehr wenig be- 
gründet. Hier ist nehmlich aj eine Grösse ri'* Ordnung hinsichtlich der 
Zxcentrieitàten, so dass die Function / jedenfalls nicht immer als eine 
kleine Grösse anzusehen ist. Anderseits bleibt aber doch die Möglichkeit 
offen, dass Libration stattfindet. Die Darstellung des Integrals .der Glei- 
chung (6) durch die Gleichungen (22) wird nehmlich, wie wir schon her- 
vorgehoben haben, in gewissen Fällen unmöglich, und solche Fälle treten 
namentlich dann ein, wenn die Schwankungen von / erheblich sind und 
diese Function dabei sehr klein werden kann. In solchen Fällen kann 
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man die im vorhergehenden Abschnitte auseinandergesetzte Methode in 
Anwendung bringen, indem man sämmtliche coordinirte Glieder einer 
Gruppe, mit Ausnahme desjenigen, bei dem s,» — sin + o,,n verschwin- 
det, der Function (X) hinzufügt. Man erhalt alsdann in der Gleichung 
(25) des vorigen Abschnittes eine Anzahl Glieder, bei denen die f der- 


2 


selben Ordnung wie 4° sind. Es ist aber doch möglich, dass die Reihe: 
\ 








2L B, - ene 
| IN sin (ty + H,) +... 


T SE ZI Ne 
| 24 )—a 
1 - 
a 


convergirt, und dies ist immer der Fall, wenn die Coefficienten À sämmt- 





lich wesentlich grösser als — sind. Dieser Bedingung kann aber nur 


v2 
genügt werden, wenn a^ sehr klein ist, jedenfalls kleiner als eine Grösse 
zweiter Ordnung hinsichtlich der störenden Kräfte Bei den Jupiter- 
störungen des Pallas würde dies nun zwar zutreffen, so dass wir die an- 
geführte Entwicklung von V, 
hierbei jedoch berücksichtigen, dass es genügt, wenn ein einziger der Coef- 


als convergent denken können. Wir müssen 


ficienten À von derselben Ordnung wie « ist, damit die Function V, als 


1 
eine Grósse nullter Ordnung erscheine, und in diesem Falle wird auch / 
als eine Grósse nullter Ordnung zu betrachten sein. Aber auch wenn 
die Glieder in V,, an die wir jetzt gedacht haben, sich als sehr klein 
erwiesen, müsste man doch, bis eine genaue Berechnung das Gegentheil 
ergiebt, die Existenz der Libration als hóchst unwahrscheinlich ansehen. 
Damit ein Librationsglied überhaupt vorkommen kann, muss nehmlich, 
wie wir aus der vierten Gleichung des Systems II im zweiten Abschnitte 
erkennen, das Verhältniss: 


eine kleine Grösse sein, und wenn dieser Bedingung genügt wäre, müsste 
überdies die Grósse sin D? einen kleinen Werth haben. Wir kónnen nun 


zwar annehmen, dass die Grosse: 
SN — SN + on 


einen. verschwindend kleinen Werth habe; weil aber die Differenz » — n, 
nicht nur von den Stórungsgliedern der »"^ Gruppe, sondern auch von 


\ 


= 
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denen der vorhergehenden Gruppen beeinflusst ist, so miissen wir es als 
unwahrscheinlich bezeichnen, dass diese Differenz und also auch die Grósse 
Sn, — sim’ + o,n einen im Verhältnisse zu a, kleinen Werth habe. Auf 
Grund dieser Betrachtungen dürfen wir es als eine allgemein gültige Regel 
ansehen, dass characteristische Glieder niedrigster Ordnungen über die 
Natur der Bewegung hinsichtlich des Vorkommens von Librationsgliedern 
entscheiden; wenn also bei diesen Gliedern eine solche Ungleichheit nicht 
existirt, so werden die folgenden characteristischen Glieder, wenn sie auch, 
für sich betrachtet, kritisch werden kónnten, nach dem Schema, welches 
durch die Gleichung (21) angedeutet ist, zu berechnen sein. — Die An- 
sicht, dass Libration nur bei den ersten Gliedern in der Entwicklung der 
Störungsfunction anzutreffen ist, hat übrigens schon Hansen ausgesprochen, 
ohne dieselbe jedoch, so viel ich weiss, irgendwie begründet zu haben.' 

Die oben in Aussicht gestellte, zweite Form des Integrales der 
Gleichung (6), welehe für den Fall, dass / eine kleine Grósse, anwendbar 
ist, findet sieh, nachdem man die Grösse sin)’ cosV nach den Potenzen 


+ 


* HANSEN, Auseinandersetzung einer zweckmässigen Methode zur Berechnung der ab- 
soluten Störungen der kleinen Planeten, I, p. 187. Möglicherweise sicht er die Begründung 
in einer ähnlichen Bemerkung, wie derjenigen, welche man hierauf bezüglich in dem Werke 
des Herrn A. Gautier, Essai historique sur le probleme des trois corps, findet. Es 
handelt sieh hier um die Integration einer Gleichung der Form: 


d^ à d*q 


caps > lee 


Durch Näherungen findet sich: 


= I d* bh I d* d 
= ksin(t TÀ)TI——— = 
[D sin (£i v) B dé? 8 dt! 


wobei % und À die Integrationsconstanten bezeichnen. Die angeführte Reihe convergirt 
offenbar, wenn die Perioden der Glieder in 4 sehr lang im Vergleich zu der des ersten 
Gliedes sind. Hierbei darf aber /7 nicht beliebig klein sein, wenn die Glieder in (^ gegeben 
sind, und weil die Libration das erste Glied der obigen Reihe ist, so folgert man, dass sie 
nur bei nieht zu kleinem Werthe von /? stattfinden kann. . 

Die erwühnte Schlussfolgerung ist indessen sehr mangelhaft, weil sie weder auf 
die Glieder kurzer Periode, noch auf die Glieder, welche mit «^, w^, u. s. w. multi- 
plieirt sind, Rücksicht nimmt. Eine eingehendere Untersuchung dieser Art wird oben im 
Texte gegeben, 
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von J entwickelt hat. Nach dieser Entwicklung ergiebt sich aus der 
Gleichung (6) die nachstehende: 


d*V pie 4 ) = 
(25) sat #0 sra ou 


An Stelle von ¢ führen wir eine neue Veränderliche « ein, indem wir 
die Relation: 

(29) du — andt 

feststellen; die obige Gleichung geht nun in folgende über: 


\ d? V ı da dV , AV* I^ 
(30) du? du dafs 2X 





a du 192143 a 


Aus dieser Gleichung können wir leicht eine andere ableiten, bei welcher 
das vom ersten Differentiale der gesuchten Grösse abhängige Glied nicht 
vorhanden ist. Zu diesem Zwecke setzen wir: 


(31) : post ius 


V4 


und erhalten: 


(32) a ti 





2 a du? 


I da? INTER 2 
) D - 





a du) 


Ow 
à 


Diese Gleichung lässt sich leicht mittelst Annäherungen integriren; um 
hierbei jedoch keine Glieder zu erhalten, welche die unabhängige Ver- 
änderliche w ausserhalb des Sinus- oder Cosinuszeichens erhalten, addiren 
wir, rechts und links, zu der obigen Gleichung die Grösse — 54, wobei 
wir mit ff einen constanten, vorläufig noch unbestimmten Coefficienten 


bezeichnen. In erster Annäherung integriren wir die Gleichung: 


3 
a 


d? d ; x I = 
oL (LP ie X, 


wobei wir in den Argumenten der Glieder, welche in X vorkommen, # 
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gleich Null setzen. Das Integral dieser Gleichung wird alsdann, indem 
p und P zwei Integrationsconstanten bezeichnen, 





(33) . 8 = psin(V1 — fu + P) 
ux a — a) 
cos VI — fu EN === sin VI — fu X ES 
a à Sn VI — Budu + — | Zeosyı — Budu 
VIP a? NES Tof aq 
= t 


Diesen Werth setzen wir hierauf in die bis jetzt unberücksichtigten Glieder 
der Gleichung (32) ein und bestimmen dabei die Constante 5 in der 
Weise, dass die Summe der von sin(yı — gw + P) abhängigen Glieder 
verschwindet. Die Gleichung, welche somit entsteht, kann wieder inte- 
grirt werden, wodurch man ein genaueres Resultat erhält. Mit diesem 
lässt sich eine genauere Bestimmung des Coefficienten f, sowie eine dritte 
Annäherung des gesuchten Resultates durchführen. In dieser Weise wird 
man eine Entwicklung von # erhalten, die immer convergent ist, wenn 
die Constante p, ebensowie die Coefficienten der Glieder in X und da kleine 
Grössen im Verhältnisse zum numerischen Betrag der Function a? sind. 

Die Anwendung der soeben in ihren Grundlinien dargelegten Methode 
ist meistens derjenigen vorzuziehen, welche auf die Annahme gegründet 
ist, dass die Form des Integrals durch die Gleichungen (22), (23) und 
(24) gegeben ist. In rein theoretischer Hinsicht ist aber letztere Methode 
von grösserem Interesse, weil die durch sie bedingte Form mit derjenigen 
unmittelbar verglichen werden kann, welche für die Fälle gilt, wo der 
Modul & kleiner als die Einheit ist. Der Übergang von den Ausdrücken, 
welche von dem einen Modul abhängen, auf die, welche Functionen ‚des 
reciproken Moduls sind, ist jedoch nicht überall leicht auszuführen. Nach- 
dem aber die betreffenden Formelsysteme von den complementären Moduln 
abhängig gemacht worden sind, ist der Nachweis ihrer Identität sehr 
einfach. 

Um die Reduction auf die complementären Moduln durchzuführen 
schlagen wir den folgenden Weg ein. : 

Zwischen dem jetzt anzuwendenden Argumente & und der Zeit stellen 
wir die nachstehende Relation fest: 


2K' 


(34) £c [f rna du | 


A 
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und nehmen zugleich an, dass das Integral der Gleichung (7) durch die 
Form: 


H I RL. 
(35) V — amé£ (mod k= 3 


dargestellt werde. 

Die DON Hermire’sche Formel für das Differential von am?’ in 
Bezug auf % lässt sich leicht so umstellen, dass die in derselben vor- 
kommenden elliptischen Functionen von dem Modul k’ abhängen. Hierzu 
ist nur nöthig, die Werthe: 








dlog8,(8) _ es d log 6, (12) 
er NUMERI S di ad de 
K—H ee (S = 0 173) mo 
K TI LR nir. 2KK' 


in die betreffende Formel einzusetzen. Es entsteht somit der Ausdruck: 








d am? dnz K — zi N d log 0. SS ) 
e Tet es 
Weil aber: 
2K' K —E' 
1 — E 
un K Fox 
dk Fa kek 7t à 


so lässt sich das gefundene Resultat auch folgendermassen schreiben, 
wobei wir den, durch die Gleichung (34) gegebenen Werth von & ein- 
setzen, 


iC 
e dE — 
d am £ 


le p vibe N 
<a „Ans en (| I"ndt + N)— 


1 dlog 0, (1€) 
ki k® d= 


Mit Rücksicht hierauf, sowie auf die Relation: 


d am = k damé 


Uu Mni XB 
ergiebt sich aus der, durch Differentiation von (35) unmittelbar hervor- 
gehenden Gleichung: 


dV DIKQ dk jud amé dk 


ndi — dn yr" Hrs a Ind + T JE ndt Tape ndt 


t2 
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av a (2K p, , 1 dlog6, (ie) de) 
—dné I" + Dam d£ ndt | 











An Seite dieser Gleichung stellen wir die Relation: 


wodurch die Bedeutung der Function ; festgestellt wird, und erhalten, 
a eG : * diVe tua ca 
durch Gleichsetzung beider Werthe von di die Formel: 


3o £8 2K' d log@, (if) dk 
(36) I ok! ik? de nu 


> 





Das Resultat, welches aus diesem Ausdrucke gewonnen wird, wenn 
man g° gegen — g’ vertauscht, werden wir durch A’ bezeichnen; wenn 
wir dabei die Relation 

E = y 


bestehen lassen, ist zunächst: 


d log 6, (i=) d log 6 (iz). 


Rewer aa 








und da überdies die Relationen: 
JR == ES ur m; ise 


stattfinden, so ergiebt sich: 


ER | ENTE 2L/ d logO(iz) dl 
(37) A 2L' T Jis i dr — mdt 





Diese Formel wollen wir nun aber auch direct begründen. 

Es sei nun angenommen, dass das Integral der Gleichung (6) durch 
die Relationen (22) und (24) gegeben ist; statt des Ausdruckes (23) 
nehmen wir aber den folgenden an: 


(38) = 24 | [ A'ndt E 4, 


A 


N 
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80, dass wir jetzt haben: 


| sin V = Isny 


(39) (mod = 1) 


| cos V = dny’ 


dV 
(40) ieu CAT 


Es soll jetzt nachgewiesen werden, dass die Function A’ in dem Argu- 
mente z' durch die Formel (37) gegeben ist. 
Durch Differentiation einer der Gleichungen (39) findet man: 


dv ". leny dam snz dl 
ndt — dnz  mdt dnz ndt 





Ma leuy d am z/ I’ sny dl 
dnz  mdt | dny ndt’ 





welcher Ausdruck mit Riicksicht auf den Werth: 











dam? [27 p, 1 dlog@, (iz) dl’ 
ndi — — ae T A Tg Fa dy nat 


und auf die Gleichung (40) die nachstehende Form annimmt: 











er na 21; Haze 1 dlog6,(i7') dl’ U snz dl 
ny’ = Isny’! — - >— — + > — 
7 4) x Mie dy ndt | dnz ndt 
Vermóge der Beziehungen: 
d log 6, (i7') ^dlog8(m) _ ipie in eniz 
dy dy : dniz 

sn7 . snin I 

ces = 5 CNY! = —— 

dn7 eni enin 


erhält man nun unmittelbar den Ausdruck (37) wieder. Wir haben also, 
durch die soeben auseinandergesetzte Analyse, zur Evidenz gebracht, dass 
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die Formeln (36) und (37) sich gegenseitig ersetzen und aus einander 
folgen, wenn 4' in — 4' übergeht. In beide Formeln müssen wir aber 
noch den Werth von dk’, resp. dl’ einsetzen, bevor die Natur der durch 
sie dargestellten Functionen als genügend aufgedeckt anzusehen ist. 

Durch ähnliche Betrachtungen wie diejenigen, welche zu der Glei- 
chung (r2) führten, findet man jetzt: 





dk? 2 Oe k° da? /dnié\? 
(41) i eS 

ndt a. enit a’ ndt \ enié 
und wenn man A' als eine kleine Grösse ansieht, deren Potenzen man 
in der ersten Annäherung vernachlässigen darf, so erhält man diese Func- 
tion durch Integration der Gleichung: 


dk’? ap da? /dnié\” 3 ~ dnié’ | 
(42) ndt — i : ( ) mic iB 


a’ ndt Venit 








2 
\ 


) 2 X dni£ 





I da” fdni£&^ 
a? ndt \ enié, a eng 
Dieser Werth, in die Formel (36) eingesetzt, giebt uns: 


7 

















r c a I. 2K ud log 6, (15°) | 1 da? SH 2 x dni? 
— SEHR = 2 xi 
KT 2 Kh? dé | a’ ndt \ en4£ ) a enié 

T 
1 2K' dlog6,(@&)(1 da’ /(dn4£^? — 3 | dn4£ 
aa. 2 5 T 2 = ( 027 ER X x 
DUT dé a* ndt \ ene, a enre 


oder, wenn wir nur Glieder der hier in Aussicht genommenen Grössen- 
ordnung berücksichtigen, 











a^ ndt 


= c zt c dlog6,(5)[1/dae2/dn*£^3..2:— Anz] 
5 1 ME = = a 5 78 \’s ( = fon 3 
(43) zx! TALK dé | Re 
z dlog6,(i&) 1 X dn ié’ 
2K’ dé a cenie 





+ 
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Durch ganz àhnliche Betrachtungen ergeben sich nun auch: 














di? p D GE Y I X Is 
(44) ndt — - [e ndteniy* a me 
Ida 1 2 I 
a? ndt cniz* a eni 
(45) 4 TE ı a dlogO(i7y') {1 de’ ‘1 D — EI 
— 5; —— — 7 SED IT XU = 7 
45 5; 2L 2020], dy | a* ndt enin” a cnin 


I z dlog6(): I 
PON UK dy a@ en iy 











welehe Ausdrücke übrigens aus den Gleichungen (42) und (43) hervor- 
gehen, wenn man g’ in — 4' übergehen lässt. 

Die nàhere Entwicklung dieser Ausdrücke müssen wir hier über- 
gehen; dieselbe würde gegenwärtig auch kaum ein Interesse darbieten, 
das im richtigen Verhältnisse zu der damit verbundenen Arbeit stände. 
Man bemerkt aber leicht, dass die betreffenden Entwicklungen zunächst 
nach Partialbrüchen, welche Exponentialfunctionen enthalten, vorgenom- 
men werden muss. Man überzeugt sich ferner, dass die Glieder in X 
und in a^ so beschaffen sein kénnen, dass nicht nur die Entwicklungen 
convergiren, sondern dass auch die Function %’? oder /"* immer einen sehr 
kleinen positiven oder negativen Werth beibehalt, und endlich, dass die 
betreffenden Entwicklungen auch dann nicht zu gelten aufhóren, wenn 
der Zeichenwechsel bei dem Werthe dieser Functionen eintritt, oder wenn 
q in —q’ übergeht. 

Es erübrigt noch, der Formel: 





dy ANT er E) da 
ndi — eni y Neni£/ ndt 

zu erwähnen, eine nothwendige Folge der Form, welche für die Darstel- 
lung des Integrals der Gleichung (6) vorausgesetzt wurde. Diese Formel 


enthàlt übrigens dasselbe, was durch die Gleichung (41) ausgesagt wird, 
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und lässt sich auch aus dieser herleiten. Wir bemerken noch, dass man 
die obige Gleichung durch die nachstehende ersetzen kann: 


da. 
dX a nit 








ndt eniy ren” 


. 2 . [74 
und endlich, dass nach Entwicklung von - =k, nach den Potenzen von 
7i 


k'? oder /", die Ausdrücke: 








d EN x n ic da (sni$t jg 1 LU da (Ea gr 
re I a * AJ = ry m JU ATE Gary” ... 
ndt enié ndt Neni£ , 2 ndt \enié ; 
und: 
da da 
dy X ndt I ndt 
ip Jak eae yo rei 
ndt cnr eniz* 2 eniz'* 


gewonnen werden. Man übersieht auch hier leicht, dass die Glieder in X 
und a” derartig sein können, dass der veränderliche Theil von 7 durch 
eine convergente Entwieklung dargestellt wird und dabei stets sehr klein 
bleibt. Wenn aber Glieder in X oder a’ vorhanden sind, welche in y 
oder auch in k’? oder in Z? so erheblich vergrössert werden, dass die 
beiden letzteren Functionen nicht als stets sehr kleine Gróssen anzusehen 
sind, so ist die zuletzt untersuchte Form des Integrals der Gleichung (6) 
nicht mehr zur Darstellung desselben geeignet. Man würde aber auch 
in solchen Fallen keine Veranlassung haben, sich dieser Form zu bedienen. 
Denn wenn auch die erste Annäherung zu Werthen der Integrationscon- 
stanten führte, welche die Existenz eines Librationsgliedes mit einem, 
der Einheit nahe kommenden Coefficienten als wahrscheinlich erscheinen 
liessen, die späteren Annäherungen müssten doch, falls erhebliche Glieder 
durch dieselben entstehen, eine solche Libration als nicht vorhanden hin- 
stellen. Man würde in solchen Fällen das Integral wahrscheinlich nach 
Maassgabe der Gleichung (21) darstellen können, oder, wenn dieses sich 
als nicht ausführbar erwiese, durch eine der Formen, welche wir im dritten 
Abschnitte dieser Untersuchungen betrachtet haben. Es wären alsdann 
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diejenigen Glieder, welche besondere Schwierigkeiten verursachen, für sich 
zu behandeln, und der Integrationsprocess hinsichtlich des entsprechenden 
Theiles der Function Z nach den daselbst gegebenen Vorschriften vor- 
zunehmen. 





Nachdem wir nun das für unsere Untersuchungen abgesteckte Feld, 
in verschiedenen Richtungen durchforscht haben, móge es uns noch ge- 
stattet sein, einen Überblick auf die Bedeutung der gewonnenen Resul- 
tate zu werfen. 

Vor Allem sei bemerkt, dass wenn die Entwicklungen der mit Z und 


dZ . - . er c - 
m bezeichneten Functionen gleichförmig convergent sind, so convergiren 


auch in derselben Weise die analogen Entwicklungen der übrigen Bahn- 
elemente des gestörten Körpers, und zwar werden diese Entwicklungen in 


ähnlicher Weise convergiren wie diejenigen, welche für die Function = 
zur Geltung kommen. Wir übergehen den Beweis dieser Behauptung, 
deren Richtigkeit überdies sehr leicht erkannt wird. Hatten nun unsere 
Untersuchungen auch die elementären Glieder umfasst, so wären wir 
bei dem Beweise für die Stabilität des Sonnensystems angelangt oder 
könnten diesen Beweis auf Grund der gewonnenen Resultate sehr leicht 
aufstellen. Denn die gefundenen Ausdrücke enthalten nur Glieder, deren 
Werthe innerhalb gewisser Grenzen hin und her schwanken, dieselben 
aber jedenfalls nicht überschreiten. Die Coordinaten lassen sich offen- 
bar durch ähnliche Ausdrücke darstellen, und weil zur Herstellung der- 
selben aus den bekannten Ausdrücken für die Elemente keine Integration 
a'uszuführen ist, so kann man bei den Werthen, welche im Sonnensysteme 
den Modularelementen (Modul der Entfernung, der Excentricität und der 
Neigung) zukommen, ohne weiteres auf die gleichformige Convergenz 
der für die Coordinaten geltenden Entwicklungen schliessen, sobald die 
dZ 
dt 
In den vorhergehenden Auseinandersetzungen ist aber gezeigt worden, 


Convergenz der Ausdrücke für Z und nachgewiesen worden ist. 


r 


3 : ; is dZ. : 3 A 
wie die Functionen Z und =; in der einen oder andern Weise in Reihen 
€ - 
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entwickelt werden kónnen, welche für einen Zeitraum von unbegrenzter 
Dauer gleichförmig convergiren; wir schliessen daher, indem wir an den in 
dieser Abhandlung gemachten Voraussetzungen festhalten, — hinsichtlich 
der Entwicklungen, welche die Differentiale der Elemente darstellen — 
dass das Vorhandensein von characteristischen Gliedern die gleichförmige 
Convergenz der Entwicklungen zur Darstellung der Coordinaten nicht auf- 
heben kann. In zweiter Linie schliessen wir hieraus, dass kleine An- 
derungen in den Werthen der mittleren Bewegungen wohl analytische 
Schwierigkeiten naeh sich ziehen kónnen, auf die Stabilitàt des betreffen- 
den Systems jedoch ohne Einfluss sind. 


Verbesserungen. 


Seite 189 Z. 7 v. u. steht: elementüren, lies: characteristischen. 


»o 972» ES Ayaan 3 Gg » On 


bo 
e 
or 


UBER ORTHOGONALE SUBSTITUTIONEN 
VON 


E. NETTO 


in BERLIN. 


Herr T. J. Srrertses hat im sechsten Bande der Acta Mathematica, 
S. 319—320. ein Theorem über orthogonale Substitutionen für den Fall 
von zwei und von drei Variablen ausgesprochen und die Vermutung bei- 
gefügt, dasselbe gelte auch für vier Variable. Im Folgenden soll unter- 
sucht werden, wann dasselbe allgemein für » Verànderliche gilt, ob es 
eine Erweiterung zulässt, und wie die in der Voraussetzung ausgesproche- 
nen Bedingungen allgemein festgestellt werden können. Die Frage lautet: 
Bedeuten a, Ay (k, À — 1, 2, ..., n) die Coefficienten zweier orthogonalen 
Substitutionen von der Determinante + 1, und hat 


(1) | dun + Zl | (E4152 20) 


den Wert Null, wann verschwinden dann gleichzeitig alle Subdeterminanten der 
(n — 1)** Ordnung von (1)? 

Nach den Angaben des Herrn Cavrrv können die Coefficienten 
c,, einer orthogonalen Substitution folgendermassen dargestellt werden: 
Werden die Grössen b,,, welche endliche Werte haben sollen, den Be- 
dingungen unterworfen, dass 


sei, setzt man ferner 


(2) | bu MER d, 
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und bezeichnet mit f£, die Adjuncte von /, in d, dann ist 


Q, = 2f, Œ&= 2) 
x d = 
RZ 2wßix 
6g = —3 


(3) Cy = 3 Een 


Wir betrachten nun die Determinante 


20 | 


(4) | ca + en | = E 


sowie deren Subdeterminanten. Dann erkennt man sofort, dass die erstere 
den Wert 


(s) 20 





besitzt, sowie unter Anwendung eines bekannten Jacosr'schen Satzes dass 
jede Subdeterminante (n — a)“ Ordnung auf die Form 


n—a n—a@ EA nee ig \ 


(6) || reece 


gebracht werden kann. 
Weiter ist durch die schon erwähnten Cayrny’schen Untersuchungen 
bekannt, dass d nach Potenzen von « entwickelt die Gestalt annimmt 


(7) d —w +0 LD, + oF SED, + 25; 


hierbei wird 22D, für einen ungeraden Index » verschwinden, für einen 
à ‘nN ER . 
geraden gleich der Summe von ( ) Quadraten sein, also beispielsweise 
Mm 
k=1,2, ..., m—1 
(8) Y DAPIDUS (=n Sia ) 
koa 


Hieraus erkennt man, dass (4) nur für © — o und dafür auch 


— 
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wirklich verschwindet, sobald nicht sämtliche 5, (k< A) gleich Null sind, 
in welchem Falle c; — o (kZ 2), ¢, = I, und jedes Element von (4) 
gleich Null wird. Es wird nämlich wegen (8) die Determinante d höch- 
stens durch ow" teilbar; folglich behält (5), und für «= 1 auch (6) 
sicher den Factor © in Zähler. Im Allgemeinen, d. h. wenn nicht gleich- 
zeitig die Quadratsummen ZD,, ZD,, ... Null werden, verschwinden 
auch noch die weiteren Subdeterminanten, und zwar bei einem geraden n, 
‘wobei ID, das letzte Glied von (7) wird, alle d. h. auch die einzelnen 
Elemente; bei einem ungeraden n alle Subdeterminanten zweiter Ordnung, 
da das letzte Glied in (7) jetzt 22D, , wird, und also o! sich im Zähler 
und Nenner hebt. 

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir die beiden orthogonalen 
Substitutionen 


v, — Mati + 05V. d... + Aint 


(9) VS — Anis Ande n Ann u: 
Zi LE = Lyi, 
aus denen nach Jacopı folgt | 
TMS PR AE Boe a ST 
und folglich, wenn wir zur Abkürzung 
(10) Lay 4, SU DEL, n) 


setzen, die weitere orthogonale Substitution 


(11) De = Cy Gy Cig Sy ch e FC En 


Wir nehmen nun an, dass diese ¢, durch die Formeln (3) dargestellt 
werden können, und untersuchen das Gleichungssystem 


(12) Ty = e = C56 3r Cy2 Fo Sr DAC dE (Ge =F 1)8, == SEL RT 


dessen Determinante durch (4) dargestellt ist. Wir können dann die oben 
abgeleiteten Sätze hier verwenden; verschwindet die Determinante von 
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(12), dann ist © — o, und sicher sind auch alle Subdeterminanten (n—1)** 
Ordnung von |c, + ¢,,| gleichfalls Null; im Allgemeinen werden sogar 
bei geradem » alle Elemente ¢, + ¢,, verschwinden, bei ungeradem n alle 
Determinanten zweiter Ordnung, welche aus diesen Elementen gebildet 
werden können. Wir nehmen an, dass die Subdeterminanten der (n — a)" 
Ordnung die ersten seien, bei wachsendem «, die nicht sämtlich ver- 
schwinden; dann ist das System der a, + £ nach Kronecker’scher Aus- 
drucksweise vom »Range» (n — a), und zwar ist das System a-fach un- 
bestimmt. Es können somit « der Grössen xz, + & linear durch die 
übrigen (n — a) ausgedrückt werden. 
Nun folgt weiter aus den beiden ersten Gleichungen von (9) 


(13) a + & = (t, 3E A5) Es (à, RIS Aso) fs RASE (Gin + Au)Yr 


und wenn nun die Determinante (1) der rechten Seite verschwindet, 
dann ist das System der x, + &, mindestens einfach unbestimmt; also ist 


die Determinante (4) von (12) gleich Null; wenn also das System 2a, Aj, 


durch die Carıry'schen Formeln darstellbar ist, dann sind die Subdeterminan- 
ten der (n — a)” Ordnung von (1) die ersten, welche nicht sämtlich ver- 
schwinden; dabei ist a mindestens zwei. Im Allgemeinen werden dann für ein 
gerades n sämtliche Elemente a, + A, verschwinden, für ein ungerades n 
‚sämtliche aus diesen Elementen gebildeten Subdeterminanten zweiter Ordnung. 

Wenn bei geradem » der Wert A, = — a, ist, dann werden die 
beiden Substitutionen (9) sich nur durch die Vorzeichen von einander 
unterscheiden, und also nur in diesem trivialen Falle kann die Voraus- 











setzung unseres Satzes sich erfüllen. 
Bei ungeradem n und |c,, + $,,| = o muss sein 
03 + An, 9 + Au 
= O 

| 
| (0, ap À, Q0, S Ay 

di ar Aj AE 4j» + Ai Et eL An + Ain E 

ay, + Au 419 + Ai» Us Gin + Ain Pa 

An + Ay = fatu JF An) der A), => Pr (an + An) 


(14) Au = Planer Ay) a, kun Pil@in + Au) — An, 
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und sonach wird 
An > PI c EO iv 
pa(&1 + Au) — a5, pa gs + Ar) — Gog, =. | 
(15) | Au | = l: 
LCS + Au) — 5; s (Qa. + Ayo) — Gyo, 
Wir wollen nun die Bedingungen für 9,, o,, ... aufsuchen, dafür dass 


die rechte Seite in (15) eine orthogonale Determinante wird. Man findet 
leicht, dass 


(16) ToU au Au + an Aa +... + Qin Ain 
2 I + andı To Arp de soc ar p yo 





die einzigen Bedingungen, sobald die Determinante | 4,, | orthogonal giebt, 


und die Bedingung erfüllt ist 
(17) Al Ares AP, ı: 


Es fragt sich jetzt lediglich noch, ob die Determinante (15) den Wert 
+ 1 oder den Wert — ı besitzt. Durch einfache Umformung von (15) 
kommt man auf den mit (— 1:)'^ multiplieirten Wert von | a, | zurück, 
so dass also, wie zu erwarten stand, für ein ungerades n die Determi- 
nante den Wert + 1, für ein gerades » dagegen den Wert — ı besitzt. 
Es sind also für ungerade » wirklich alle Bedingungen erfüllt. — 

Nach den Angaben des Herrn CayLey (OnzrrE's Journal 32, p. 120), 
denen z. B. auch Herr Barrzer (Determinanten, 4. Aufl, p. 175) gefolgt 
ist, könnte es scheinen, als ob die Annahme, dass die c,; durch die Formeln 
(3) darstellbar sind, stets erfüllt sei, d. h. als ob dieselben eine allgemeine 
Darstellung der orthogonalen Systeme von der Determinante + 1 gäben. 
Dies ist aber, wie ich einer gütigen Mitteilung des Herrn L. Kronecker 
entnehme, nicht der Fall. Denn wie man sofort ersieht, kann man in 
einem durch (3) erlangten Systeme die Vorzeichen einer geraden Anzahl 
von Zeilen àndern, ohne dass seine wesentlichen Eigenschaften verloren 
gehen, und ohne dass es möglich wäre, dieses neue System durch end- 
liche Werte von 0,, mittels (3) zu erreichen, 
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Nehmen wir an, dass in den ersten 2m Zeilen die Zeichen geàndert 
seien, dann wird in diesen zwar c, — eg, aber nicht c,, + =, durch c 
teilbar; deshalb enthält 4 nur den Factor w"?”", und die Subdeterminanten 


n 


der Ordnung » — a haben nur den Factor o"-7"-*^. Setzt man (@:d) 


aus | Ca + ey 
die Sätze über Subdeterminanten conjugirter Systeme an, so findet sich 


heraus, entwickelt nach Potenzen von d:w und wendet 





als Erweiterung eines, mir von Herrn Kronecker mitgeteilten Satzes, die 





Gleichung 

2n 2m 
(4.3) | Cy in £j | E d |a T M e) Cay (Hy 011 255,720) 
Hieraus folgt für » — 3, m — 1, dass ein 5, — o sei, und dadurch die 


tichtigkeit des SrrELTJES'schen Theorems; für m= 4, m= 2 oder 4, 
dass bei 





—10 (4,4 =1,2 oder 1,2, 3,4) 


| + €.| verschwinden kann, ohne dass die Subdeterminanten dritter 
Ordnung es tun. 

Wenn man aber in diesem allgemeinen Falle in die ersten 2m Zeilen 
Cy, — Ex Setzt, dann gilt wieder (3), (4); ändert man also in den ent- 
sprechenden Zeilen von (12) das Vorzeichen von &, dann ergiebt sich 
wie auf Seite 4 der allgemeine Satz: In der Determinante | a,, + 0A. | 
kann 0, = + 1 oder = — 1 so gewählt werden, dass sie bei geradem n 
nur verschwinden kann, wenn alle Elemente, bei ungeradem n, wenn alle 
Subdeterminanten zweiter Ordnung gleich Null sind. 


Berlin im Dezember 1886. 
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DEDUCTION DE QUELQUES FORMULES ANALYTIQUES 
D'UN THEOREME ELEMENTAIRE DE LA 


THEORIE DES NOMBRES 


PAR 


A. BERGER 


a UPSAL. 


Si lon désigne par » un nombre impair positif, l'équation a deux 
inconnues x, y 
(1) et+y=n 
n'a évidemment qu'un nombre limité de solutions entieres. Nous dirons, 
qu'une solution x, y de cette équation est propre ou impropre, selon que 
lé plus grand commun diviseur positif des deux nombres x, y est égal a 


l'unité ou plus grand que l'unité; nous désignerons dans ce mémoire par 


\ 


d(n, d) 


le nombre des solutions æ, y de l'équation (1), pour lesquelles le plus 
grand commun diviseur positif des nombres x, y est egal à d, et par suite 


dn, 1) 


est égal au nombre des solutions propres de cette equation. ^ En posant 
n sous la forme 


Ay 4372 


(2) n — inp. pp, 


OÙ pi, p», -.., p, sont des nombres premiers positifs et différents les uns 
des autres, et où les exposants 4,, 45, ..., a, satisfont aux conditions 


(3) CEE ER CET TN EE 
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on démontre’ dans les éléments de la théorie des nombres, que 
(4) p(n, 1) = 2", 


si tous les nombres p,, p,, ..., p, satisfont a la congruence 


p - 1 (mod 4), 
mais que 


(5) g(n, 1) — o, 
sil y a un seul de ces nombres, qui satisfait à la congruence 
p = 3 (mod 4). 


Des équations (4) et (5) on tire 
(6) (onde pee ren) 


formule, qui est vraie pour tous les nombres impairs positifs ». Multi- 
plions les facteurs du second membre de l'équation (6), nous aurons 


m Prod mod 


Di He | 








pem wl 


r,s,t 
dans la premiére somme dans le second membre r prend les valeurs 
; 15,124,179, . cy ys 


dans la seconde somme r et s désignent toutes les combinaisons 2 à 2 
de ces nombres, dans la troisieme somme vr, s, ¢ désignent toutes les 
combinaisons 3 à 3 de ces nombres; ainsi de suite. En multipliant les 
facteurs du second membre de l'identité 


(8) "ppp, Uo [Tee — 1)] [86 pre eit! (pt er 





' Voir Vorlesungen über Zahlentheorie von LEJEUNE DIRICHLET, (Dritte Auflage, 2. 68). 
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nous aurons 
(9) Pb +» = t+ (p,— 1) + (vp, — 1) + (mr... , 

E +20. 1)p,— 1) + Ep. — 1). — 1) — 1) +. 
Les nombres p,, p,, p, ..., étant impairs, nous obtiendrons de l'équation (9) 


Ino ABB oa (pt or (p, Pr. 2) 2.22. (mod x) 


ou 





E RSS i N! =| 
(11) P BEI +8 +#7 +.... (mod 2). 


En appliquant cette formule à l'équation (7), nous aurons 


PrPs PrPspt—1 


02) Hari +E HL +), 


Ty 8, t 








et par suite 
(13) dm, 1) = 4EZC—09*, 
ou à parcourt les nombres 


I, p, D.D; PrPsPry +++ 
Par là est démontré ce théoréme: 
Théoréme I. Si l'on désigne par n un nombre positif impair, le 
nombre des solutions propres de l'équation indéterminée 


ety—n 


à deux inconnues z et y est égal a 


2—1 


| ce (Qu 


ou 9 parcourt tous les diviseurs positifs du nombre », qui ne sont divi- 
sibles par aucun nombre carré plus grand que l'unité. 

Soient maintenant x, y deux nombres quelconques entiers, qui satis- 
font à l'équation (1), et désignons par d le plus grand commun diviseur 
positif des nombres x et y; en posant 


(14) x = dx,, y = dy,, 
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les quantités z,, y, seront des nombres entiers, premiers entre eux, qui 
satisfont à l'équation 


T "bey 
et inversement, si l'on. désigne par d un nombre entier positif, ainsi choisi, 
que le nombre carré 4? soit un diviseur du nombre x, et si les nombres 
æ,, y, sont premiers entre eux et satisfont à l'équatiom (rs), les deux 
nombres z, y, déterminés par les équations (14), auront le plus grand 
commun diviseur d, et ces nombres satisferont aussi à l'équation (tr). 
Par là est démontrée la formule 


(16) dn, d) — (ns 7 


pourvu que d* divise le nombre x. De cette équation on obtiendra, en 


y appliquant le théoréme I, la formule 





(17) d(n, d) = Ho DE 


\ n . \ Gao OND n 
où à, est égal successivement à tous les diviseurs positifs du nombre je 
qui ne sont divisibles par aucun nombre carré plus grand que l'unité. 


Le nombre # étant impair, le diviseur d sera aussi impair, et lon aura 
d’=ı (mod 4), 


d'ou il suit 


ó, d? = 0, (mod 4); 


5 
0, —1 _ 6,d*—1 


(18) E = (mod 2), 


2 2 





et par suite on obtiendra de l'équation (17) 
od 
(19) din, d)=42(—1) ? 
à 
. Gees e,e n 5 
Puisque 2, parcourt tous les diviseurs positifs du nombre qi: qui ne 
a 


sont divisibles par aucun nombre carré plus grand que l'unité, le nombre 
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0, d° parcourt évidemment tous les diviseurs positifs du nombre n, qui 
sont divisibles par d^, mais qui ne sont divisibles par aucun nombre 
carré plus grand que d?. Par suite, en posant 


EN 


^ 2 
ouo — 0; 


nous obtiendrons de l'équation (19) la formule 


0—1 


(20) Jv, d — 4aX(—1)*, 


^ 


où 9 est égal successivement à tous les diviseurs positifs du nombre x, 
qui sont divisibles par d’, mais qui ne sont divisibles par aucun nombre 
carré plus grand que d^. De là résulte cette proposition: 

Théoréme II. Soit n un nombre entier positif impair, et d un nombre 
positif, ainsi choisi, que le nombre carré d^ soit un diviseur du nombre n, 
le nombre des solutions entières x, y de léquation 


ren, 


pour lesquelles x et y ont le plus grand commun diviseur d, est égal à 


ó—1 


42(— 1) j , 





ou 2 est égal successivement à tous les diviseurs positifs du nombre n 
D D , 
qui sont divisibles par d^, mais qui ne sont divisibles par aucun nombre 
z 2 
carré plus grand que d*. 
Désignons maintenant par ¢(n) le nombre de toutes les solutions 
(propres et impropres) de l'équation (1), et par 


Pha an aset (64 


It 
tous les nombres positifs, jouissant de la propriété, que les nombres carrés 
(21) LE PL coe edt s. 


divisent le nombre »; il s'ensuit, qu'un diviseur quelconque du nombre n 
n'a d'autres diviseurs quadratiques que les nombres (21), et l'on aura 
évidemment la formule 


sap 


(22) p(n) = 2. d (n, d,) 


s=1 
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ou d'aprés l'équation (20) 

s=p 0,—1 
(23) $0) = 4XXC 17, 
ou à, est égal successivement à tous les diviseurs positifs du nombre x, 
qui sont divisibles par d;, mais qui ne sont divisibles par aücun nombre 
carré plus grand que d;. L'équation (23) peut se mettre sous la forme 





(24)  $(n)— a el LC Di TC 


Les groupes de nombres 


(25) 01, 1055005 sve eles 


qui entrent dans le second membre de l'équation (24), ne contiennent 
d'autres nombres que les diviseurs positifs du nombre ». Je dis de plus, 
que ces groupes contiennent tous les diviseurs positifs du nombre », car 
en désignant par d un diviseur positif quelconque du nombre n, ce divi- 
seur: d est nécessairement divisible par un ou par plusieurs des. nombres 
carrés (21) et ne peut pas étre divisible par d'autres nombres carrés que 
ceux-ci. Par suite on peut déterminer un nombre carré d?, qui appar- 
tient au groupe (21) et qui a la propriété, que d est divisible par dj, 
mais que d n'est divisible par aucun nombre carré plus grand que dj, 
d'ou l'on peut conclure, que le diviseur d appartient au groupe d,. Enfin 
les nombres, qui appartiennent à un quelconque des groupes (25), sont 
complétement caractérisés par leur plus grand commun diviseur quadrati- 
que, et par suite un diviseur quelconque du nombre # appartient à un 
seul de ces groupes. 

I] s’ensuit, que les nombres, qui appartiennent a tous les groupes 
(25), seront précisément tous les diviseurs positifs du nombre x, et par 
conséquent l'équation (24) peut se mettre sous la forme 


0—1 


(26) p(n) = 4EC- )*, 


ou à est égal successivement à tous les diviseurs positifs du nombre z. 
De là résulte le théoréme suivant, que nous avons démontré ici par un 
caleul tout à fait élémentaire. 
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Théorème IH. Si l'on désigne par # un nombre positif impair, le 
nombre de toutes les solutions entiéres (propres et impropres) de léqua- 
tion indéterminée 


est égal à 
23 
42 (— 1) AD 
où 9 parcourt tous les diviseurs positifs du nombre n.' 
En attribuant dans l'expression 


x” + y 


aux variables x et y toutes les valeurs entieres, nous n’obtiendrons que 
des nombres entiers positifs; pour que ces nombres soient impairs, il faut 
et il suffit, que les nombres x et y satisfassent à la congruence 


(27) x + y=ı (mod 2). 
Cela posé, désignons par @(z) une fonction bien déterminée pour toutes 
les valeurs positives impaires de la variable z, et formons la série 


2: O(n? + y") 


T.H 
de inaniére, que l'on attribue aux quantités x et y toutes les valeurs 
entieres compatibles avec la condition (27), nous n'obtiendrons que des 
termes de la forme 


d (n), 


ou ' désigne un nombre positif impair, et d’après le théorème III nous 
obtiendrons le terme ®(n) un nombre de fois exprimé par: 


)—1 
| ZI 
par suite on aura l'identité 
0—1 
(28) 2 D(x° + y’?) = 42 0(n)X(— 1) ? 


“yy 


! Voir Vorlesungen über Zahlentheorie von LEIJEUNE-DIRICHLET, (Dritte Auflage, 2. 91), 


où ce théorème est démontré au moyen du calcul infinitésimal. 
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Les nombres x, y dans le premier membre de cette équation satisfaisant 
à la congruence (27), on aura ou 


L=O, y=1 (mod 2) 
ou 


s=1,, y=o (mod 2). 


Par suite, en désignant par A, tous les nombres pairs et par h, tous 
les nombres impairs, on obtient: 


(2) 2Oe’?+y)=—2 OW + RE) + X O( + h?) = 22 Oh, + hj), 


T.V ho, hi LTEM 


et des équations (28) et (29) on conclura la formule 


0—1 
(30) 2 (M + )-—2AX(»)X(—1)?, 
Noy hy n Di 
et on a done ce théoréme: 

Théorème IV. Si l'on désigne par ®(z) une fonction bien déterminée 
pour toutes les valeurs positives impaires de la variable z, on aura la 
forinule 
Z (M --H)—22X4(x)X(—1?*, 

n 


Noy hy Ü 


où lon a à observer, que dans le premier membre A, parcourt tous les 
nombres pairs et A, tous les nombres impairs, et que dans le second 
membre x parcourt tous les nombres impairs positifs et 9 tous les divi- 
 seurs positifs du nombre », pourvu que les séries dans les deux membres 
convergent indépendamment de l'ordre de leurs termes. 

Nous transformerons maintenant la formule (30). Designons pour 
cela par g(n) une fonction, qui pour tous les nombres impairs positifs 
n, et m, satisfait à la condition 


(31) g(m)g(n,) = g(n,n,), 
on aura évidemment une égalité de la forme 
m-—1 


(32) 2 2 (—31) ? g(n,) g(n,)®(n,n,) = %c,®(n), 


ny N, 
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où chacun des nombres n, n,, m, parcourt tous les nombres impairs po- 
sitifs; en effet, si l'on attribue aux quantités n, et », toutes les valeurs 
entieres positives impaires, nous n'obtiendrons de l'expression (n, n,) que 
des termes de la forme ®(n), où » désigne un nombre positif impair; 
quant au coefficient c,, celui-ci sera évidemment déterminé par la formule 


71—1 


(33) Qm 1) ? g(n,)g(n,), 


Ty Mg 


où les nombres impairs positifs », et n, sont combinés entre eux de toutes 
les maniéres, qui sont compatibles avec la condition 


nu, —n; 


par suite, en désignant par 2 un diviseur positif quelconque du nombre 
n et par d, le diviseur complémentaire, ainsi que l'on aura toujours 
1 ’ 


SS REEL], 
00, — Nn, 


léquation (3 ourra se mettre sous la forme 
3 





(34) e, = 2 (— 1)* g(6)g(d,) 


ou, en y appliquant l'équation (31), 
CIN) DP (em DET. 


ó0i-n' 


formule, qui peut aussi s’ecrire 


ó—1 


(35) e, = g(n)EC— 1)*, 





ou à est égal successivement à tous les diviseurs positifs du nombre n. 
En introduisant dans le second membre de l'équation (32) la valeur du 
coefficient c,, donnée par la formule (35), nous aurons 


ny—1 0—1 


(39 — E(C—9* g(n)Ea()0(,n) —X2(n)0())E(C— 1)? . 


"n 
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xemplagons maintenant dans l'équation (30) la fonction ®(n) par 
q(n)O(n), nous obtiendrons au moyen de l'équation (36) la formule 


m—1 
(37) Eas + mol + M) = 2E(— 1) * a) Eg(n)00,»); 
ce qui démontre le théoréme suivant: 

Théoréme V. Si l'on désigne par ®(z) une fonction bien déterminée 
pour toutes les valeurs impaires positives de la variable z, et par gq(n) 
une fonction, qui pour tous les nombres impairs positifs », et , satisfait 
à la condition 


on aura 


X gi + M) (I, + M) = 2 Z(— 1) * g(m,) 2 g(n,) d(n, n,), 
or ^1 d 2 
ou lon a à observer, que dans le premier membre h, parcourt tous les 
nombres pairs et h, tous les nombres impairs, et que dans le second 
membre », et n, parcourent tous les nombres impairs positifs, pourvu 
que les séries dans les deux membres convergent indépendamment de 
lordre de leurs termes. 

Nous allons faire quelques applications de ce théorème. Posons 


O(n) = q', 


ou q désigne une quantité, dont le module est moindre que l'unité, nous 
aurons la formule 


n —1l 


(38) alls + Mg" — 2 E(— 1) * g(n)Xg(n)g". 


ny n4 


Pour 


on en déduit 


(39) Da oh 2 (E 


Déduction de quelques formules analytiques d'un théorème de la théorie des nombres. 311 


formule, qu'on peut mettre sous la forme? 


(40) (1 + 29* + 29° + 29° +.) +++... 











MEN Eres «d E RR. 
| 1—34 mec gie ee 


Pour - 





l'équation 
Q (n,) g(n,) = g(r, n,) 


subsiste pour tous les nombres impairs positifs n, et n,, et nous obtien- . 
drons de l'équation (38) 


(ho-- M) —1 : along 


Eh g- n en n 7n 
(41) Den * ey)? Fgh — gi — a +g +...) 

















Des congruences 


h, =0 (mod 2), h, — 1 (mod 2) 


on déduit 
(hj + My —r1r-o&hhh-- 1)(hj — 1) (mod 16), 
et, en y appliquant la congruence 
hi-— 1 (mod 8), 
on aura 
(M + 2)? — 1 = 2/4 (mod 16), 
d'ou 
(A; + hi)?—1 hh 
Bu 





h 
te (mod 2), 








* Voir Vorlesungen über Zahlentheorie von LEIJEUNE DiricHLET, (Dritte Auflage, S. 92 
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et par suite on obtiendra de l'équation (41) 








a zii ony 
pe 
(42) c 1? gt — “te FE I 
hah hy IL 
ou 

Je (m—1)m +5) jeg 
(43) 3e LE D eo MUT =. 

hs IL 


ou, en divisant les deux membres par 2, 


(44) (17295 ET og oq (qq to ge ae Mes) 


a 3 q° Hair lager 
kx topic any 1+ q*° ji 











En désignant par » un nombre entier positif, la somme 
SU) + (3) + (5) +... + Gem — 1) 


est évidemment égale à la somme des nombres des solutions entiéres des 
équations indéterminées 


(45) wty=1, w@+y=3, w+y'=5, ... 2 +y —2m—1 


ou égale au nombre de toutes les solutions entieres simultanées de 


l'inégalité 

(46) ta? ty? < 2m 
et de la congruence 

(47) x + y=1 (mod 2); 


en effet chaque solution entiére d'une quelconque des équations (45) satis- 
fera aussi aux relations (46) et (47), et inversement chaque solution en- 
tiere de ces deux relations satisfera à une des équations (45). Posons 
maintenant 

(48) Ë — 


a y 
, Unos / 3 
y2m y2m 














ou € et x sont deux inconnues nouvelles, il s'ensuit, que la somme 


BU) + 9(3) + + Yom — 1) 
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est égale au nombre de toutes les solutions €, 7 de l'inégalité 


(49) Oty <1, 


ou & et z désignent des quantités des formes (48), les quantités x et y 
étant des nombres entiers, qui satisfont à la congruence (47). Quant aux 
solutions de cette congruence, on peut les trouver de la manière suivante. 
En désignant par x et y deux nombres entiers quelconques, qui satisfont 
à la congruence, et en posant 


(50) TELE NN RE, I 


— = 8, 


2 ? 2 


les quantités r et s seront évidemment des nombres entiers, et des équa- 
tions (50) on tire 


(51) t=s—r, y=r+s—t. 


Nous démontrons ainsi, que nous obtiendrons toutes les solutions de 
la congruence (47) en laissant dans les formules (51) r et s parcourir 
tous les nombres entiers et en combinant ces nombres entre eux de toutes 
les maniéres possibles, et inversement on trouvera, que les valeurs, ainsi 
obtenues, des nombres x et y satisferont à la congruence (47). Enfin 
nous obtiendrons par là chaque solution seulement une fois, car à chaque 
solution x, y correspondent d’après les équations (50) des valeurs déter- 
minées des quantités r et s. 

En introduisant dans les équations (48) les valeurs des nombres x 
et y, données par les formules (51), nous trouverons, que la somme 


d(1) + (3) +... + (2m — 1) 


est égale au nombre de toutes les solutions £, 7 de l'inégalité (49) qui 
sont de la forme 








R s—r rT-d-s—iI 


(52) 


un 
| 
N 
| 
| 


ou r et s désignent des nombres entiers quelconques. 

En considérant les quantités € et 7 comme des coordonnées rectangu- 
laires d'un point, et en désignant par G la portion du plan, qui renferme 
tous les points, dont les coordonnées satisfont à la condition (49), mais 
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qui ne contient d'autres points que ceux-ci, cette portion du plan sera 
évidemment limitée, et nous trouverons, que la somme 


b(1) + é(3) + ... + (2m — 1) 


est égale au nombre de tous les points dans la portion G, dont les coor- 
données sont de la forme (52). Mais on peut aussi considérer ces points 
comme les points d'intersection des deux systémes de droites 

Py pe) N 29 E 


= = = 5 
(53) AS DNE ts IX 
y2m \ 2m 





ou r et s parcourent tous les nombres entiers. Ces systemes de droites 


sont orthogonaux, et les droites, qui appartiennent à chacun des deux 
systémes, sont situées à la distance 


Vs 
m. 
lune de l'autre; il s'ensuit, que par ces droites la portion @ du plan est 
divisée en des carrés égaux, et que l'aire de chaque carré est égal à 
2 ? e 


|- 


m 


Le nombre de ces carrés est égal au nombre des points d’intersection 
susdits, car à chaque carré appartiennent quatre points d'intersection, sa- 
voir les sommets du carré, mais de l'autre cóté chaque point d'inter- 
section est un sommet commun a quatre carrés. Par suite le nombre 
de ces carrés est égal à la somme 


d(1) + 2(3) +... + (2m — 1); 


or, une portion finie du plan étant divisée en des carrés égaux, dont on peut 

diminuer indéfiniment la grandeur, la limite du produit du nombre des carrés 

et de l'aire de chaque carré est évidemment égale à l'aire de cette portion 

du plan; done, en désignant l'aire de la portion @ par 7, nous aurons 
. d(1)-4- (3) +... + d(2m — I) 

(54) unti ee RC us <= m 


m= a m 





et il en résulte ce théoréme: 
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Théorème VI. En désignant par 7 l'aire de la portion du plan, qui 
renferme tous les points, dont les coordonnées rectangulaires £, 7 satisfont 
à l'inégalité 

a ie 


mais qui ne renferme d'autres points que ceux-ci, chaque nombre positif 
impair peut se mettre sous la forme 


DU NUM 


—" 


ou x et y désignent des nombres entiers, en moyenne de 7 manières 
différentes. 

En désignant par p(n), n étant un nombre impair positif, l'excés du 
nombre de ceux des. diviseurs positifs 7 du nombre n, qui satisfont à la 
congruence 

à = 1 (mod 4), 


sur le nombre de ceux de ces diviseurs, qui satisfont à la congruence 
9 — 3 (mod 4), 


on aura évidemment 


* nie 


le (S 2 

(55) p(n) =&(— 1)’, 

ou @ parcourt tous les diviseurs positifs du nombre #, et des équations 
(26) et (55) nous obtiendrons 


tn 


56) ie, 


et par suite, m etant un nombre entier positif quelconque, - 
rm 


7) 2, u(2r — 1) = 5 2 par — ijr 


rzl 
des équations (54) et (57) on déduit la formule 


PS . all) +u(3) +... + “(2m — 1) T 
(58) Wi —— 


n c m 4 


De là résulte cette proposition: 
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Théorème VIL  L'excés du nombre de ceux des diviseurs positifs 2 
d'un nombre impair, qui satisfont à la congruence 


d=1 (mod 4), 


sur le nombre de ceux des diviseurs du méme nombre, qui satisfont à la 
congruence 


est en moyenne égal à ^, la quantité z ayant le méme sens que dans 


+12 


le théoréme précédent. 

Puisque dans l'équation (26) n est un nombre positif impair, et que 
9 à la sommation dans le second membre ne parcourt que des nombres 
positifs impairs, on peut y poser 


n = 2r-—— I, d = 2k — 1, 


où r et À sont des nombres entiers positifs; par ces substitutions on déduit 
de l'équation (26) 


rn?! A : k—1 
(59) d(2r — 1) = 42(— 1), 
ou % parcourt tous les nombres entiers positifs, pour lesquels 2k — 1 
divise 2r — 1. En désignant par E(x), x étant une quantité reelle, le 


plus grand des nombres entiers, qui ne surpassent pas x, de sorte que 
l'on aura 
o «X c— E(z) <1, 


la différence 
N E e 2) 
eee 


sera égale à 1 ou à o, selon que 2k — 1 divise ou ne divise pas 2r — 1, 
et par suite on pourra mettre l'équation (59) sous la forme 





Go) lar —1) = 4 ET) — EIN 
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d'ou l'on tire 
r=m k-—o r=m 


(1)  Es(agr— 1) -4Y c) 125) El 


AN 
k=1 r=1 





La différence dans le second membre étant égale a 1 ou a o, selon 
que 2r— 1 est un multiple ou. n'est pas un multiple de 25 — 1, la 
derniére somme dans le second membre sera égale au nombre de ceux 
des nombres 


DAS), 


qui sont divisibles par 2% — 1; en désignant ce nombre par f£, nous 
aurons évidemment pour la détermination de la quantité / les inégalités 


(62) (2? — 1)(2k — 1) < 2m — 1 < (2t + 1) (2k — 1), 


d'où lon tire 


(63) a a ce 
ou 

,/ 2m — 1 I 
(64) nes 


et par conséquent nous obtiendrons de l'équation (61) 


r=m Kk — 00 
«2 TP jm 2m — I I 
(65) Z (a 1) = 1) m oi 


Les termes de la série dans le second membre étant décroissants et ayant 
des signes alternés, nous obtiendrons de l'équation (65), q étant un nombre 
positif quelconque, 


(66) E gr —1) 
k=q 
= AP PEUT | cet PUE i ee ON S 
4261) E xD ;) + 46 DS een a) 
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ou O< 0 — 1. On tirera de là, en s'appuyant sur la definition du 
symbole E(x), 


67 h(2r — 
(67) 2 g(zr — 1) 
_ m I 2m I 1 
MAN (Ema el ee G qe 
AD ere tt neh) cn MT Gee D BE 
Op Es TS !cto< 0, <1. En posant 
2 = 2 


et en divisant les deux membres de l'équation (67) par m, on aura 
pour m — co 


rm k=& | PT 
] E I ) x I = Le = 
ee) m m 2 ¢ (21 LE 1) p = 2k — I ! 


et des équations (54) et (68) on obtiendra la formule 


(69) frs rg eL epu 


Enfin nous emploierons l'équation (40) a l'évaluation d'une intégrale 
définie; désignons pour ce but par g une quantité positive, moindre que 
l'unité, et posons 


(70) S, SET + q' JE ga E "he EIE UNS. 
(71) Sata tae a +... 


(72) $, — 4, — ] q+ 4 — gd +gq"- + NAVES 


Les termes de cette série étant décroissants et ayant des signes alternes, 


nous aurons évidemment 


S S, = D; 


i= 
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ou .O < p < 1. Au moyen des équations (70), (71), (73) on peut mettre 
l'équation (40) sous la forme 





3 Hi q q q' 
(74) 283(1 —55)(1— $) = nn ee 


I—q* 1—4* D—4Q4" I —4 


multiplions les deux membres de cette équation par 


I — 4, 
nous en obtiendrons pour 4 = 1 
m [75 NOE a RE doy 
75 ati 0) Sn =.) 
(75) Sa q)So 2 drm ee) 


d'ou l'on tire, en y appliquant la formule (69), 





(76) lim/1—4 S, = V. 
v1 4 


Puisque on a 
LAG - 


lim —— = 1, 
q=1 — leg q 


nous obtiendrons des équations (70) et (76) 
(77) Kay saugt er.) 


7 
Ex 4 


Substitnons dans cette équation 


où à désigne une quantité positive, nous aurons 





(78) — lime (ul er at rer LN 


20-0 = 


et, par suite, conformément à la notion d'intégrale définie, 


(79) [€ dz = 
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Des formules (69) et (79), que nous avons déduites d’une proposition 
élémentaire de la théorie des nombres, résulte le théoréme suivant: 

Théorème VIII. Si l'on désigne par x l'aire de la portion du plan, 
qui renferme tous les points, dont les coordonnées rectangulaires &, 7 
satisfont à l'inégalité 


EIS, 


mais qui ne renferme d’autres points que ceux-ci, on aura 


I I 
chains 
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SUR LES RESIDUS DES INTEGRALES DOUBLES 


PAR 


H. POINCARE 


à PARIS. 


C'est à Cavucuy que revient la gloire d'avoir fondé la theorie des 
intégrales prises entre des limites imaginaires; cette théorie a pour ainsi 
dire doublé la puissance de l'analyse mathématique et a été le point de 
départ de tous les travaux qui ont suivi, dans tous les pays où on cultive 
les sciences exactes, et en particulier en Allemagne et en France. 

I] semblait qu'il n'y avait plus qu'un pas à faire pour étendre cette 
théorie aux intégrales doubles et qu'on pouvait se promettre de cette 
extension d'aussi belles conquétes que de la considération des intégrales 
simples. Il y avait là de quoi tenter l'ambition des géomètres et cepen- 
dant, au bout de quarante ans, nous sommes à peine plus avancés qu'au 
premier jour. 

La plupart des tentatives qui ont été faites n'ont été que des échecs 
ou des demi-succés. | 

. On croit pourtant que JAconr possédait à ce sujet plusieurs résultats 
importants; mais ces résultats n'ont pas été publiés et ont été perdus 
pour la science. 

M. Maximinten Marte a entrepris de résoudre la question et écrit, 
peu de temps aprés la découverte de Cavcnv, plusieurs mémoires qui ont 
été publiés longtemps aprés dans le 44"* Cahier du Journal de l'école 
polytechnique. Ses efforts néanmoins n'ont pas été heureux. Je ne par- 
lerai pas ici de l'insuffisance de certains raisonnements fondés sur des 
considérations infinitésimales, Bien que toutes les démonstrations soient 
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à refaire, la formule a laquelle l'auteur parvient est exacte si on l'inter- 
préte convenablement, mais elle exigerait pour pouvoir étre appliquée sans 
crainte d'erreur une discussion délicate que M. Marin n'a pas faite. 
Pour faire comprendre la nécessité de cette discussion, je ne citerai 
qu'un seul exemple. L'auteur donne (I. cit. p. 58) la formule suivante: 


a? (fl^ dady dr on 
| == —— — «a N I 
24 € NV ar y » 


Cette formule est manifestement fausse; car on a dans le premier membre 
2 


I9 


et dans le second le facteur a’. 


a En réalité l'intégrale du premier 
membre est nulle. 

Comment la formule de M. Martie se trouve-t-elle en défaut? Il 
est aisé de le voir; dans cette formule entre le volume limité par une 


surface qui, dans l'espace, a pour équation: 
2 2 2 2 
D -Fy -zza. 


NA 4 
C'est une sphere, et l'auteur écrit que ce volume est = 


za’. Mais pour 


c. 


appliquer correctement la formule, il aurait fallu regarder cette surface 
non comme une sphére, mais comme un tore dégénéré dont la section 
méridienne aurait son centre sur laxe de révolution. Le volume aurait 
alors été nul, et on aurait trouvé: 


On voit quels piéges aurait à redouter l'analyste inexpérimenté qui vou- 
drait faire usage de la formule de M. Manin. 

Les premieres recherches de M. Pıcarp présentent beaucoup plus 
d'intérét, comme tout ce qui sort de la plume de cet auteur. Mais elles 
ne se rapportent qu'indirectement à la question. 

Dans deux notes insérées aux Comptes Rendus le 29 Janvier 1883 
et le 1" Février 1886, M. Picarp étudie les intégrales définies comme 
il suit. 

Soit F(x, y) une fonction non uniforme de x et de y: introduisons 
deux variables auxiliaires # et v, en posant: 


quw. ©), y = du, v). 
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Je supposerai que les fonctions ¢ et @ sont uniformes et de plus que 
F(z, y) = Ou, v) 


est une fonction uniforme de # et de v. 
, et ^, v, deux systèmes de valeurs de w et 
de v. Imaginons que ces deux systemes de valeurs correspondent à un 
méme systeme de valeurs de «x et de y. 

L'intégrale envisagée par M. Picarp est alors: 


Cela posé, soient 4, v 


u ry 
D 


mmy m 
| du | du Qu, (ras dv du f 


, 
. Mo t 


[] 


M. Picarp a donné à ces intégrales le nom de périodes; je ne saurais 
len blàmer puisque cette dénomination lui a permis d'exprimer dans un 
langage plus concis les intéressants résultats auxquels il est parvenu. 
Mais je crois qu'il serait fächeux qu'elle s'introduisit définitivement dans 
la science et qu'elle serait propre à engendrer de nombreuses confusions. 

Et cela pour deux raisons: 

D'abord ces intégrales ne sont pas des constantes, comme le fait fort 
bien observer M. Picarp. 

En second lieu, il y a une infinite de systemes de variables auxili- 
aires 4 et v qui satisfont aux conditions énoncées. Chacun de ces syste- 
mes donne pour l'intégrale une valeur différente. Il en résulterait que, 
si on voulait donner a cette intégrale le nom de période, cette période 
ne dépendrait pas uniquement de la fonction F(x, y) à laquelle elle ap- 
partient, mais bien de ces variables soi-disant auxiliaires qui joueraient 
ainsi un róle prépondérant. 

M..SrrELTJES a adressé à M. Hermite un travail fort remarquable 
où il cherchait à généraliser diverses formules de Caucuy et de LAGRANGE. 
Malheureusement quelques points restaient obscurs et l’auteur ne put les 
éclaircir de facon à se mettre à l'abri de toute objection. C'est ce qui 
le détermina à ne pas publier son mémoire, mais je tiens à lui rendre 
iei justice. Je chercherai plus loin à expliquer quels sont les points qui 
avaient arrêté M. Stiertses et à montrer comment ses démonstrations 
peuvent étre rendues parfaitement rigoureuses, 
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Le 25 Janvier 1886, j'eus l'honneur de communiquer à l'Académie 
des Sciences une note où jetudiais à un point à un point de vue nouveau 
les périodes des intégrales doubles, et en particulier celles qui sont ana- 
logues aux périodes polaires des intégrales simples. Ce sont les résultats 
de cette note que je veux développer dans le présent travail . 

Peu de temps aprés, M. Prcarp (Comptes Rendus, 15 et 26 Février 
1886) se placant au méme point de vue que moi a obtenu un grand 
nombre de résultats remarquables. Le savant géometre emploie dans ces 
deux notes le mot de période avec la signification que nous lui donnerons 
dans la suite. Les périodes qu'il étudie n'ont done aucun rapport avec 
les intégrales qu'il avait primitivement désignées sous ce nom. Je crois 
devoir insister sur ce point afin de rendre toute confusion impossible. 


8 1. Modes de representation. 

Les difficultés contre lesquelles les geometres se sont heurtes si sou- 
vent dans la théorie qui nous occupe, n'ont rien d'essentiel et ne sont 
pour ainsi dire qu'une question de langage. 

Dans l'étude des intégrales simples, on'emploie un mode de repré- 
sentation géometrique trés commode et dont il semble qu'on pourrait dif- 
ficilement se passer. On ne peut le transporter sans changement dans la 
théorie des intégrales doubles, pour une raison quil est aisé d'apercevoir. 

Solent € et y deux variables complexes; si nous posons 


rm 


£-—m-- iy, y + it 

en séparant les parties réelle et imaginaire, nous aurons quatre variables 
v, y, 2 et t. Nous ne pouvons les regarder comme les coordonnées d'un 
point dans l'espace, à moins de nous résigner à admettre un espace à 
quatre dimensions. 

On se trouve donc en présence du dilemme suivant: il faut, ou re- 
noncer à toute représentation, ou employer lhypergéométrie; mais, dans 
ce dernier cas, on est exposé à rebuter la plupart des lecteurs, et de plus 
on ne posséde que l'avantage d'un langage commode, mais incapable de 
parler aux sens. i 
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Comme cette langue hypergéométrique répugne encore à beaucoup 
de bons esprits, je n'en ferai qu'un usage peu fréquent; je crois néanmoins 
nécessaire de préciser ici le sens des termes que je lui emprunterai. 

Un point est un systeme de valeurs des quatre variables x, y, z et t. 

L'ensemble des points qui satisfont à une seule relation entre x, y, 2 
et ¢ est une «multiplicité à trois dimensions» que l'on appelle hypersurface. 

L'ensemble des points qui satisfont à deux relations simultanées est 
une «multiplicité à deux dimensions» que l'on appellera surface. 

L'ensemble des points qui satisfont à trois relations simultanées est 
une «multiplicité à une dimension» à laquelle on conservera le nom 
de ligne. 

Deux surfaces quelconques ont au point de vue analytique un certain 
nombre de points communs; mais il peut arriver que tous ces points de- 
viennent imaginaires; comme nous ne considérons que des points réels, 
nous dirons alors que ces deux surfaces n'ont aucun point commun. 

Une intégrale double doit étre étendue à tous les points d'une sur- 
face. Nous aurons done une swrface d'intégration de méme qu'on a, dans 
la théorie des intégrales simples, un chemin d'intégration. 

De plus l'ensemble des points singuliers formera une surface. 

Supposons en effet que la fonction sous le signe Jf soit le quotient 
de deux polynómes entiers P(£, y) et Q(£, x). Pour que cette fonction 
devienne infinie, il faut que 


(1) Q($, y) = o. 
Mais on a en séparant les parties réelle et imaginaire 
QE, 7) = Q, (v, y, 2, D -- iQ (x, y, 2, f) 
de sorte que la relation (1) se décompose en deux: 
O n wls — 0 
Q, (x, Ys 2, f) — 0. 


Elle représente donc une surface. 
Il faudra alors que la surface d'intégration et les surfaces singulieres 
naient aucun point commun. 
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Si la fonction sous le signe fj est algébrique, les surfaces singu- 
lieres seront algébriques. Au contraire la surface d'intégration étant pure- 
ment arbitraire ne sera pas forcément algébrique; elle pourra étre tran- 
scendante ou se composer de portions appartenant a diverses surfaces al- 
gébriques. 

Je vais maintenant exposer les artifices à l'aide desquels je compte 
m'affranchir de la nécessité de considérations hypergéométriques. 

Solent À, y, » trois quantités que je regarderai comme les coordon- 
nées d'un point dans l'espace ordinaire, et considérons une surface algé- 
brique ou portion de surface algébrique S sur laquelle se trouve le point 
A, #, ».  Ecrivons: 


BD) pnp Li Woe eee, Aki)» alie eiae) 


GE €1 (A, 4 3 
ou ¢,, €,, C,, €, sont des fonctions rationnelles de À, y, » dont le dé- 
nominateur ne sannule pour aucune valeur réelle de ces variables. Il 
est clair que quand le point À, a, » décrira dans l'espace ordinaire la 
surface ou portion de surface S, le point x, y, z, ¢ décrira dans lhy- 
perespace une certaine surface ou portion de surface $'; de telle sorte 
que la surface S’ est définie par la surface S et par les quatre fonctions 
fondamentales ¢,, €,, e, et e. 

Si la surface S est fermée, nous dirons aussi que la surface S’ est fermée, 

La notion des surfaces d'intégration fermées qui va jouer un si grand 
róle dans ce qui va suivre se trouve ainsi nettement définie. 

Le genre de la surface S (au point de vue de la géométrie de situa- 
tion) sera aussi le même que le genre de la surface S’, à moins que le 
point x, y, z, ¢ ne décrive deux ou plusieurs fois la surface S’, ce que 
nous ne supposerons pas. 

Lorsque lon donnera à À, p, » toutes les valeurs réelles possibles, 
le point À, a, » décrira l'espace tout entier, et le point zr, y, z, ¢ décrira 
dans lhyperespace une certaine hypersurface unicursale. 

Tant donc que le point x, y, 2, ¢ restera sur cette hypersurface, nous 
pourrons le représenter par un point de l'espace ordinaire et nous serons 
affranchis de l'hypergéométrie. 

Dans certaines questions nous n'envisagerons que des surfaces d'inté- 
gration situées sur une méme hypersurface unicursale et nous pourrons 


nous servir de ce mode de représentation. 


wo 
n2 
- 
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La plupart du temps nous supposerons simplement: 





zn a E 29, C= 9,0, piv) — 9,W ys 2)- 


3 


Alors le point x, y, 2, t sera représenté par le point de l'espace x, y, z 
et la quatrième coordonnée ¢ sera une fonction rationelle de x, y, z. 

La surface d'intégration sera alors définie par une surface S située 
dans l'espace ordinaire (x, y, z) et par une fonction rationnelle c,. 
On aura: 

AIRE 


A m 


Q(x, y. Z 


P et @ étant deux polynómes entiers, et nous supposerons qu'on n'a en 
aucun point réel de l'espace (r, y, 2) 


Q(z; y; 2)— o. 


Il est aisé de démontrer que toute surface d'intégration ou bien est 
susceptible de ce mode de représentation, ou bien différe trés peu d'une 
surface qui en est susceptible, ou bien enfin peut étre décomposée en 
plusieurs autres qui different trés peu de surfaces algébriques admettant 
ce mode de représentation. 

Ce mode de représentation est donc suffisamment général pour s'ap- 
pliquer à tous les cas; cependant il sera quelquefois plus commode de 
le modifier un peu. 

Reprenons les quatre relations fondamentales 





ma eet gae 2) Cou OAs yep) t= @,(A, p, 2) 


dont il a été question plus haut. 

Nous avons supposé jusqu'ici que ces quatre fonctions étaient ration- 
nelles; il nous suffit qu'elles soient uniformes et bien déterminées. Il 
peut méme suffire que sans étre uniformes dans tout l'espace, c'est à dire 
pour toutes les valeurs de A, p, », elles restent uniformes dans une cer- 
taine région. de l'espace (A, y, v) pourvu que notre surface S qui repre- 
sente la surface d'intégration soit toute entiere contenue dans cette région. 


328 H. Poinearé. 


8 2. Conditions d'intégrabilité. 


On sait ce qu'on doit entendre par une intégrale simple: 
f (Xda + Ydy + Zdz) 


prise le long d'une courbe gauche quelconque dans l'espace (x, y, 2). On 
connait également les conditions d'intégrabilité; c'est à dire les conditions 
pour que l'intégrale soit indépendante du chemin d'intégration et ne dé- 
pende que des deux points extrémes de ce chemin. (On suppose bien 
entendu que X, Y et Z sont des fonctions données de v, y et z). Ces 
conditions sont: 


dX — 4Y dX — dZ dY — dZ 
dy de’ dz da’ dz dy 


Ces résultats s'étendent immédiatement, comme on le sait, au cas d'un 
espace d'un nombre quelconque de dimensions. 


Soient z,, z,, ..., 7,, » variables indépendantes et soient X,, X,, ..., X; 


n* 


n fonctions de ces # variables; il est aisé de définir l'intégrale simple: 


(1) | f (X, da, + de, +... + X,dr,). 


En effet introduisons une variable auxiliaire et posons: 


en 
to 
— 


M — GNU): D, — OU) are aaO 
Ces équations (2) definiront le chemin d'intégration. 


Nous ferons varier « depuis #, jusqu'à u,. Nous poserons: 


1° 


Les deux systemes de valeurs (©, 93, ..., 2) et (a, 91, ..., v;) défini- 
ront les deux points extrêmes de ce chemin d'intégration. 
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Alors l'intégrale (1) prise le long du chemin d'intégration (2) depuis 


1 
n 


le point (22, ..., 47) jusqu'au point (vj, ..., v;) ne sera autre chose que 


l'intégrale définie: 
uy 
ema da nan prd 
PR S Ox -— du. 
| E Y du ^3 du "du 
Uo 
Nous cherchons les conditions d'intégrabilité, c'est à dire les condi- 
tions pour que cette intégrale soit indépendante du chemin d'intégration 


et ne dépende que des deux points extrêmes de ce chemin (x, ..., x) 
„1 
EINE ee sais Lae 





nn 
ane n(n — I) C Me 
Ces conditions sont au nombre de SI et elles s écrivent: 
d X; d X; 
de, da 


Passons maintenant au cas des intégrales doubles, et d'abord dans 
lespace ordinaire. Soit une intégrale double: 


[[(Adyde + Bdadz + Cdrdy) 


A, B et C étant trois fonctions de x, y, 2. 

On sait ce qu'on doit entendre par là. La surface d'intégration peut 
n'étre pas fermée, mais on peut toujours convenir de regarder l'un des 
côtés de la surface comme l'extérieur et l'autre comme l'intérieur. 

Soient alors dw un élément de cette surface et a, $, 7 les cosinus 
directeurs de la normale à l'élément dirigée vers l'extérieur. 

L'intégrale sera alors: 


f (Aa. + BB+ C?)do 


\ 


étendue à tous les éléments dw de la surface. 
On peut également la définir comme il suit, ce qui revient au 
méme: 


Exprimons x, y et z en fonctions de deux variables auxiliaires # et v 


x = gu, v), y = gi(u, v), 2 — e.(w, 0 


©. 
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Ces équations définiront la surface d'intégration. L’intégrale ne sera alors 
autre chose que l'intéerale double ordinaire 


‚9 aay) Xt 
ES du = nS + Os Lm du dr. 


Fins > = O(a, 4) ; : 
Nous désignons suivant la coutume par la notation Om le déterminant 
; ^L, Vv 


fonctionnel 
dx dy dx dy 


dudv dvdu' 
La condition d'intégrabilité (c'est à dire la condition pour que l'inté- 


orale prise le long d'une surface fermée quelconque soit nulle) s'écrit alors: 


dA db dc 


da dy dz S 


Tous ces points sont trop connus pour que jy insiste davantage. 

Passons maintenant au cas général. 

Soient z,, 14, ..., v,, n variables indépendantes. Designons main- 
tenant par la notation: 


diverses fonctions données de ces » variables. Nous supposerons que l'on a: 
(3) (RR) ho, «1 OK os Bones e emt 
Nous allons envisager l'intégrale er 
y Jas X, X,)dx,dx, 


"(n — I) UNA 5 
combinaisons de deux in- 


où lon fait entrer sous le signe X les 
dices 7 et k. 

Pour la définir, imaginons qu'on introduise deux variables auxiliaires 
u et v de telle sorte que 
(4) p, = quu, v). G=1,9,8,., 2) 
Ces équations (4) définiront la surface d'intégration. Nous donnerons à 


u et à v toutes les valeurs qui satisfont à une certaine inégalité: 


(5) d(u, v) > o 
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de sorte qu'en réalité la surface d'intégration sera complétement définie 
par les équations (4) d'une part et par l'inégalité (5) d'autre part. L'égalité: 


J(u, v) = o 


définira alors la ligne qui servira de limite à la surface d'intégration. 
L'intégrale proposée sera alors l'intégrale double ordinaire: 


t, v) 


LR 
- O(a, Xx) 
re il Siren "mo dude 
(? 
qui devra étre etendue A toutes les valeurs de « et de v satisfaisant a 
: nin — 1) 


l'inégalité (5). Quant au signe 2, il s’appliquera aux —— 


combinal- 





sons des deux indices à et /. 
Mais en tenant compte des relations (3), on peut écrire l'intégrale 
étudiée sous la forme: 


T= [| XY s WEG aude. 


) S 
Kl du dv 


Il est manifeste que si on permute les variables w et v, l'intégrale 
change de signe, mais cette operation est tout a fait analogue a ce que 
serait, dans l'étude des intégrales simples, un changement du sens de 
l'intégration. 

A part ce changement de signe, l'intégrale est indépendante du choix 
des variables auxiliaires « et v. 

Notre intégrale double étant ainsi complétement définie, il faut trou- 
ver les conditions d'intégrabilité. Je veux dire, les conditions pour que 
l'intégrale ne dépende pas de la surface d'intégration, mais seulement de 
la courbe qui limite cette surface; de méme que les intégrales simples 
appliquées à des différentielles exactes, ne dépendaient pas du chemin 
d'intégration, mais seulement des extrémités de ce chemin. 

Supposons que l'on remplace les équations (4) par les suivantes: 


G = eu, 0) 
la fonction g; étant différente de la fonction ¢,. Alors on changera la 


surface d'intégration. 


22 
c3 
Lo 
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Mais supposons en méme temps qu'on conserve l’inégalité (5) sans 
aucun changement, et que l'on ait: 


toutes les fois que lon a: 


Alors la courbe qui limite la surface d'intégration n'a pas change. 
Si dans ces conditions l'intégrale n'a pas changé, nous dirons que 
lexpression sous le signe ij est integrable. 


Imaginons que l'on pose 
d, eov, 0) 


en introduisant une troisieme variable auxiliaire w. Nous calculerons 

l'intégrale proposée J en l'étendant à toutes les valeurs de w et de v qui 

satisfont à l'inégalité (5) et en regardant w comme un parametre arbitraire. 
Je supposerai de plus que pour 


d(u, v) =o 
les fonctions e, soient indépendantes de w. Alors la surface d'intégration 
dépendra. de w, mais la courbe qui limite cette surface n'en dépendra pas. 
J sera une fonction du paramétre w et nous cherchons les conditions 
pour que cette fonction soit une constante; ce seront les conditions d'inté- 
grabilité. 


Nous avons donc à écrire que: 


dJ 
dw 
Nous avons: 
(a. T E =a dr; dar; 
J = | y IN) Te du dv 
mt | ur || ALU MU 


ce qui donne: 
dJ vi di X, - X4) de; larg 
dw {| tt foem ae 


+ ES X) Graz + asas ga) dv. 


lw dv dvdw du 
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La premiere integrale double du second membre peut s’ecrire: 


T y Y * d(X;, Xj) dx; dx, dx, vd 
= ik 4 dz, du dv UM CET 


Cherchons à réduire la seconde. Pour cela, remarquons que l'on a: 


(6) f Edu — [| tmm 


l'intégrale double étant étendue à toute notre surface d'intégration et 





l'intégrale simple du premier membre au contour qui limite cette surface 
et qui est défini par l'équation: 

I A Ix 

p(w, v) =o. 
Faisons dans cette équation: 


da da, 
ES EN SUE 

(Au Da dw 

Nous avons suppose que les fonctions ¢,, c'est a dire les x, sont in- 
dépendants de w pour ¢ = o. On a done, si ¢ est supposé nul 


— = ©, TES); 


I] résulte de la que le premier membre de (6) est nul. On doit 
done avoir: 


an 


(7) {| CC ES) 


ve 


mr dur d'a Talk, Xp) dz, dz, 
NS | x. X) dw du dv du dv M ll dv dw du du di : 


\ 


On peut écrire une seconde équation analogue a l'équation (6) 


(6°) E DU N En 
JF sil 7, du dv 


dx, d’x; 


E du dv 
du dv dw 
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d'ou lon déduit de la méme facon: 
(7’) 


x - Ari 
Sa I ies BG) : 


dw du dv 


Remarquons maintenant que: 


Ge iw rN dax da; 
I] Y. > X) (Thy du dv at 


du dv — 


Poincaré. 


dex 


1 r "d dag i = 
[f «x. Xe) FA qud du d 


Xi, Xy) da; da, 


E du dv. 





dw dv 


J^ 


da, da, 


" = O. 
dw du du 





| du dv = 


in effet si on envisage l'expression suivante: 


H — (X, X)| 


da; d’x; 


I code 


day 


das ) 


dw du dv 


on voit qu'elle se change en — H quand on permute les indices 7 et k. 


Dans lemploi des relations (7) et (7’) nous pourrons donc laisser de 
l 7 7 


cote le premier terme du second membre. 


, dJ 
sion de — 
dw 


an 


> — [d(X;, Xy) dz; da; 
PA leas va. Sir o 
Observons maintenant que: 


d (X, X4) 
EL 


— |], 


dv 


% 


d(X;, Xe) du: day, 


Il vient done pour l'expres- 


d(X;, X) de; da; 





et que l'on a deux formules analogues pour: 


d (Xi, X) 


dv a 


Ceci nous permet de transformer lexpression de - 








du dw da SH um du dv. 
d (Xi, X4) da, 
li da, E du 
d(X;, Xj) 
Nudus 
1J Mr. 
: et de l'écrire: 
dw 


de; de, dx, doy, da, de; 


du dv. 





T y NS YE d(X;, IE da, da, 
— } ime, da | du dv dw 


ve 


du dv dw du dv dw 
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Transformons-la encore en laissant de cóté les termes ou les indices 
i et k sont égaux entre eux, puisque nous savons que ces termes sont 
nuls. Réunissons de plus les termes en (X;, X,) et (X,, X,) en remar- 
quant que 
RER) == (Xs X). 
Cela donnera à 





Wy d(Xi, Xx) 9(vi, ei, 2a) Ay dv. 
) = alu, w) 


day v, 


Le signe 2 porte sur toutes les combinaisons (i, k, h) si l'on convient: 

1° de laisser de côté les combinaisons où 7 = k. 

2° de ne pas regarder comme différentes les deux combinaisons (/, k, 4) 
et (k, 2, h). 

Nous pouvons écrire aussi: 


CUM eS E X) x d(X,, Xi) + d(Xn, Xi) ]2(ai, te, 2) Low 


dw da dz; de; J 9(u, v, w) 








. 
Le signe 2 change alors de signification. Il porte,sur toutes les combi- 
naisons (7, k, h) si l'on ne considére pas comme différentes deux combi- 
naisons qui ne différent que par l'ordre des lettres i, k, h. 

Il est clair d'ailleurs qu'on peut laisser de côté les combinaisons où 
deux des lettres i, 5, h sont égales entre elles, parce qu'elles donneraient 
un résultat nul. 


5 d. Eds - : 
L'expression de 7, doit être nulle quelles que soient les fonctions ¢,. 
aw 


Cela ne peut avoir lieu que si l'on a: 


d(X;, Xx) d(Xi, Xj) 
ccu 


de, 


d (X, a Xi) 


da, 








(8) - 

Telles sont les conditions d'intégrabilité. Il faut prendre pour le 
systeme des trois nombres (/, b, /) toutes les combinaisons possibles, en 
excluant celles où deux des lettres seraient identiques et en ne regardant 
pas comme distinctes celles qui ne différent que par l'ordre des lettres. 
Les conditions d'intégrabilité sont done au nombre de: 


num — 105 2) 


6 
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Considérons en particulier le cas de n = 4 et envisageons l'intégrale 


double: 
lj [ X, Y)dzdy + (X, Z)dedz + (X. Tdrdt 


+ (Y. Z)dydz + (Y, T)dydt + (Z, Tdzdt]. 


Les conditions d'intégrabilité seront: 








aux, Y) uos Z) Aa 
de, 7 Cut mg SONS 


4 


CLOSES) 
— dt 


d(Y, T) 


UT ER: 
al da sk "e 





dy 


d(X, 2) d(Z, T) dT ox) 
DAC) CRM UT E 





dz 


d(Y, Z) d(Z, 7) d(T, Y) 
dt dy dz 








Si l'on compare les conditions d'intégrabilité relatives aux intégrales 
simples 


d X; d Xp EN 
(9) dep eg m 





avec les conditions (8) relatives aux intégrales doubles, il est, impossible 
de n'étre pas frappé d'un fait remarquable. 

Dans les formules (9) on a alternativement le signe + et le signe — ; 
dans les formules (8) on n'a que le signe +. 

Qu'arrive-til si l'on passe aux intégrales d'ordre supérieur? 

On trouvera des conditions tout à fait analogues aux conditions (8) 
et (9) et l'on rencontrera encore le fait que je viens de signaler. Pour 
les conditions relatives aux intégrales d'ordre pair, tous les termes seront 
précédés du signe +; pour les conditions relatives aux intégrales d'ordre 
impair, les termes seront alternativement précédés des signes + et —-. 

Soit par exemple l'intégrale triple: 

Ill (X,, X, X)dz,dz, dx, 


\ 


l'intégrale étant définie comme plus haut, et les fonctions (X,, X,;, Xj) 
étant des fonctions analogues aux fonctions (X,, X,) et qui changent de 
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signe quand on permute deux des indices a, A, y. Les conditions d'inté- 


grabilité s'écriront alors: 














d(X,, Xo, X;) d(Xg, X,, X;) RAND) d(X;, Xa, X53) 
= ee — ER Au = 22 Fe eG) 
da; da, das de, 
avec alternance des signes + et —. 
Soit au contraire l'intégrale quadruple: 
Si 2x X, X,, X,)dx,dx,dx,dr,. 
Les conditions d'intégrabilité s'écriront: 
Epor atv Wr woe, Ux! agi X Xi 
da dæ, dz; 
COG UN en Ma XQ XO 
MICE dz, — ab Tops de; — = 


avec le signe + partout. 


83. Theoreme fondamental. 


Reprenons le mode de représentation du $ 1. Soient done À, p, v 
les coordonnées d'un point dans l'espace ordinaire, et une surface ou por- 


tion de surface S.  Posons ensuite: 


GE) @=¢.0s ps»), g4-—£40.5». 2=P 


73 


les ç étant des fonctions rationnelles. 


invisageons une fonction des deux variables complexes 





ET tm, 4=2-+ it 


que j'appellerai 


ou bien encore 


P+ iQ, 


Acta mathematica, A, Imprimé le 4 Avril 1887 


(nv), —= 0, 05 1, ») 


J 
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en séparant les parties réelle et imaginaire. On aura alors: 


dP u dQ dP dQ 
dec Pbi ee dt 
2 
) dP = d dP =) dQ 
dy TT NEM dt dz 


Il s'agit maintenant de définir ce qu'on doit entendre par l'intégrale 
double: 
[[ FE, xad; 


prise le long de la surface d'intégration définie par la surface S et par 
les équations fondamentales (1). 

Il importe d'abord de définir le sens de l'intégration. Pour cela 
imaginons un observateur O, ayant les pieds sur la surface S et la tete 
dirigée soit vers l'extérieur de cette surface, soit vers l'intérieur. C'est 
la position de cet observateur O qui définira le sens d'intégration. Nous 
dirons que ce sens est positif si l'observateur a la téte vers l'extérieur et 
négatif dans le cas contraire. 

Si la surface 5 n'est pas fermée, il n'y a plus à proprement parler 
d'extérieur et d'intérieur: mais nous pouvons toujours convenir de regar- 
der l'un des côtés comme l'extérieur et l’autre comme l'intérieur. (Ni la 
surface S n'avait qu'un seul côté, l'intégrale serait nulle.) 

Envisageons maintenant l'expression: 


[fap + iQ)(dx + idy)(dz + idt). 


^ 


Cette expression n'a absolument aucune signification par elle méme 
et ne pourra avoir que celle que nous conviendrons de lui donner. Ef- 
fectuons néanmoins le produit sous le signe [| d'après les régles ordinaires 
du calcul; ce ne sera là qu'une opération purement mécanique et destinée 


à nous servir de règle mnémonique. Il viendra: 
IP + iQ)drdz + (iP — Q)drdt + GP — Q)dydz — (P+ iQ)dyelt |. 


Imaginons maintenant qu'on puisse trouver deux variables auxiliaires 
u et v telles qu'en tous les points de la surface S les trois coordonnées 


À, p, » solent des fonctions holomorphes de w et de v. 


Sur les résidus des intégrales doubles. 339 


Alors l’intégrale cherchee sera lintégrale double ordinaire: 
e e 





1 ^ . nn O(a, 2) c O(a, f) 
If d =; Free v) Ts (P — @) a(u, v) 
gr 
+ (il () ; (P + 9) so. dudv 


étendue à tous les systèmes de valeurs de # et de » qui correspondent 
aux différents points de la surface 5. 

Si lon ne pouvait trouver deux variables « et v satisfaisant a 
ces conditions, on: décomposerait la surface S en plusieurs régions et 
(à la condition que ces régions soient assez petites) on pourrait toujours 
trouver dans chacune d'elles, deux variables # et v telles que A, y, v 
solent fonctions holomorphes de » et de v, en tous les points de la 
région. - 

L'ordre des deux variables w et v n'est pas indifférent. Il est clair 
en effet que lintegrale change de signe quand on permute ces deux va- 
riables. Voici done la convention que nous ferons: imaginons que u et v 
représentent les coordonnées d'un point dans un plan. Imaginons que le 
point À, 4, » décrive sur la surface S un contour fermé trés petit C au- 
tour des pieds de l'observateur ( et que cet observateur voie ce point 
déerire ce contour C dans le sens contraire à celui des aiguilles d'une 
montre. Le point correspondant (w, v) décrira dans son plan un autre 
contour fermé C'. Il faudra que ce second contour C', soit décrit comme 
le premier dans le sens contraire à celui des aiguilles d'une montre (en 
supposant que les axes des w et des v positifs soient disposés comme le 
sont d'ordinaire les axes des x et des y positifs). 

Notre intégrale double est ainsi complétement définie et elle est ana- 
logue à celles que nous avons étudiées dans le paragraphe précédent. 
On a d'ailleurs: 


(X, Y) - (Z, 7) —o 


(X 2), — UU. E Ber aQ 
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Les quatre conditions d'intégrabilité s'éerivent alors: 


d (i P — Q) 


da a 


d(P + iQ) 


‘Gene > 


d(P + iQ) 
dt = 


d(iP — Q) 


dt zig 


d(P + iQ) — 


dy E 
d(iP — Q) = 

dy "| 
d(iP -— Q) 

: — Q0 


dz 


d(P Ke 
(P oT) = 


dz 


Elles seront done remplies en vertu des relations (2). 


Il est aise de tirer de la diverses conséquences. 
Imaginons d'abord deux portions de surfaces S et S’ limitées par 
un méme contour C et que ces deux portions de surfaces solent situées 


toutes deux dans l'espace (A, y, v). Nous supposerons d'ailleurs que les 


deux surfaces d'intégration sont définies l'une par S, lautre par S', mais 


toutes deux par les mémes équations fondamentales: 


(1) 


yp») YC Dh BS) Ne) 


Si la surface S peut, par une arriver à 
s 
I. 


aucun moment que la fonction F= P + ;Q devienne infinie ou discon- 


deformation continue, 


se 


confondre avec et si dans cette déformation continue il n'arrive a 


tinue en un point de la surface d'intéeration, à ces conditions, l'intégrale 
prise le long de S sera égale à Vintégrale prise le long de S’ 
Considérons maintenant les surfaces singuliéres, c'est à dire l'ensemble 


des points ou la fonction // devient infinie ou discontinue. Soient: 


P(r, y, 2, t) 


ces surfaces. 
Auc wh I ; 5 ET Pe 2 
Remplaçons dans d, et ¢,, x, y, 2, 6 par ¢,, ç,, €, et ¢,, les 
deux équations des surfaces singuliéres se réduiront à deux relations: 


DT Ue 25 DES 


les équations de 


La: nu, ») = A0; & »)-—o 


Ces 


nant à l'espace (A, y, ») et que jappellerai courbes singulières, parce 


. 


entre À, y et v. deux équations définirent certaines courbes apparte- 
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qu'elles sont le lieu des points qui appartiennent à l'espace (A, p, v) et 
ou la fonction sous le signe [| devient infinie ou discontinue. 

Nous pouvons done énoncer le résultat précédent de la facon suivante: 

Les deux portions de surface S et S' étant limitées au méme con- 
tour C diviseront l'espace (A, 5, ») en deux régions, lune intérieure et 
lautre extérieure. Si dans cette région intérieure, il n'y a aucun point 
des courbes singuliéres, l'intégrale prise le long de S sera égale à l'inté- 
grale prise le long de S'. 

Si la surface S est fermée, elle divisera l'espace (A, 5, v) en deux 
régions; si à l'intérieur de S il n'y a aucun point des courbes singulières, 
l'intégrale prise le long de 5S sera nulle. 

Si la surface S' appartenant comme S à l'espace (A, », ») est fermée 
comme S et tout entière intérieure a S, et si dans l'espace compris entre 
S et S', il n'y a aucun point des courbes singuliéres, l'intégrale prise le 
long de S est égale à l'intégrale prise le long de S’. 

Si deux surfaces S et S', toutes deux fermées et appartenant toutes 
deux à l'espace (A, pr, v) contiennent à leur intérieur les mêmes courbes 
singulières et les mémes portions de courbes singulieres, l'intégrale prise 
le long de S sera égale à l'intégrale prise le long de ¥’. 

Il faut toutefois avoir soin de prendre les deux intégrales dans le 
méme sens. Nous avons défini le sens d'intégration à l'aide de l'observa- 
teur. 9. Nous supposerons done que cet observateur a la même position 
par rapport aux deux surfaces S et S'. Sila la tete vers l'extérieur 
de la surface S, il devra avoir aussi la téte vers l'extérieur de la surface 
S’ et inversement. 

Il peut arriver que deux surfaces fermées S et S' tout en n'appar- 
tenant pas au méme espace (A, 4, ») contiennent néanmoins à leur inte- 
rieur une méme courbe singuliére. 

Soient en effet: 


les équations d'une courbe singuliere C. 
Cette courbe C appartiendra à la fois à l'espace (A, 5. v) défini par 
les équations fondamentales: 


qo— À, y=h 2 =), t = f,(, 1, v) 
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et à l'espace (4, w, v) défini par les équations: 
x —= À, MEO ER = fh, wv) + Ra, a 2). 


Il pourra se faire alors qu'une surface fermée S appartenant à l'espace 
(A, pt, ») contienne à son intérieur la courbe singuliére C et n'en contienne 
pas d'autre; et qu'une autre surface fermée 5’ appartenant à l'espace 
(X, M, v) contienne à son intérieur la courbe singulière C et n'en con- 
tienne pas d'autre. 

L'intégrale prise le long de S est alors égale à l'intégrale prise le 
long de S'. Il faudrait toutefois pour s'assurer que l'intégration a bien 
lieu dans le méme sens, une discussion délicate que je réserverai pour le 
paragraphe suivant. Je me contenterai donc pour ‘le moment de dire que 
les deux intégrales sont égales, ou égales et de signe contraire. 

On peut résumer tout ce qui précede en disant que l'intégrale prise 
le long d'une surface fermée S ne dépend que des courbes singuliéres qui 
sont contenues à l'intérieur de cette surface. 


8 + Résidus des fonctions rationnelles. 


Soit une fonction rationnelle 


= 
AN 


Se 


Ecrivons-la en mettant en évidence le numerateur et le dénominateur et en 
décomposant le dénominateur en facteurs irréductibles. Supposons pour 
fixer les idées que ce dénominateur admette deux semblables facteurs. 
Soit donc: 
PAG: 
Q(E, 7) R( 


VN 


F(E, 7) = 
>» 4, 7) 


nr 


> 


P, Q et R étant trois polynómes entiers dont les deux derniers sont ir- 
réductibles 


Considérons un espace (A, 5, v) défini par les quatre équations: 
z—94(,n,», y=@,A 45») 23-3905»)! t —w) 99) 


et dans cet espace une surface fermée 5S. 
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Il s'agit de calculer lintégrale double: 


ÎFE; 9) dE dy 


prise le long de S, Vobservateur O étant dirigé vers l'extérieur. 
5 ? D 
Cette intégrale dépend comme nous l'avons vu des courbes singu- 
= 2 
lieres qui sont contenues à l'intérieur de la surface S. 
Les courbes singulières de l'espace (A, p. v) sont de deux sortes: 
Les unes ont pour équations: 


Q 





(es s ») + de 0s ps 9), 0,05 m») ie Qs m »)] = o 
les autres ont pour équations: 
Rie, + ie, €, + ie] = o. 


D'ailleurs, celles de ces courbes qui seront contenues tout entiéres à 
l'intérieur de la surface fermée S, devront évidemment étre des courbes 
fermées. 

Supposons que la surface 5 contienne à son intérieur plusieurs cour- 
bes singulières fermées, par exemple deux que j'appellerai C et ©’. Nous 
pourrons toujours construire dans l'espace (A, 5, v) deux: surfaces fermées 
X et 2” situées toutes. deux à l’intérieur de S et contenant à leur inté- 
rieur, la premiere € et C seulement, la seconde C’ et C’ seulement; l'inté- 
grale prise le long de S sera alors la somme de l'intégrale prise le long 
de Y et de l'intégrale prise le long de Y, l'observateur O qui définit le 
sens d'intégration demeurant toujours dirigé vers l'extérieur. 

Nous sommes ainsi ramenés au cas ou la surface S ne contient à 
son intérieur qu'une seule courbe singuliere C. 

Toutes les surfaces S renfermant la courbe € conduiront à la méme 
intégrale. Il n'est pas nécessaire pour cela que ces diverses surfaces S 
appartiennent au méme espace (A, y, »). 

Construisons done un espace (7, y’, »’) particulier contenant la courbe 
C et, dans cet espace, une surface fermée X renfermant cette courbe. 
Nous choisirons cet espace et cette surface de telle sorte que l'intégration 
soit facile et l'intégrale cherchée, c'est à dire l'intégrale prise le long de 
S, sera égale au signe prés à l'intégrale prise le long de X. 


344 H. Poinearé. 


Nous pourrons toujours mettre les équations de la courbe C sous 
la forme: 


r=¢(0), y=¢,(o), 2=9$,(0), t= ¥¢,(0) 


les d étant des fonctions périodiques du paramètre «, puisque cette 
courbe est fermée. Nous supposerons que la période est égale à 27. 
Cela posé nous introduirons deux autres paramètres p et ¢ et nous 


écrirons: 
À = cose (1 + pcos e), po = sinw(1 + pcose), v = psing. 


z — (o), y — d,(o), (e) + pcose, 





t= (wo) + psing. 


Ainsi x, y. z et { sont définis en fonctions de ©, p et € et par 
conséquent en fonctions de 7’, wp, v. Mais il faut faire ici une remarque: 


x 


x, y, 2 et f sont des fonctions uniformes de ©, p et c, mais non 
de X, y, v. Toutefois si l'on convient que p devra toujours étre compris 
entre O et 1, à un systeme de valeurs 4, y', v, correspondra un seul 
systéme de valeurs de o, cosw, sinc, cose, sing et un seul systeme de 
taleurs de x, y, z, ¢; grace à cette restriction x, y, z et / deviennent 
done des fonctions uniformes de X, p, y. ! 

A un point de l'espace (4, y’, v’) satisfaisant à la condition p < 1, 
c'est a dire situé à lintérieur d'un certain tore, correspond done un point 
et un seul de l'hyperespace. 

Dans ce mode de représentation, la courbe C est représentée par le 
cercle (p — o) 


"ua + we ET : y’ = 9; 
Nous prendrons pour la surface Y le tore dont l'équation est: 
0 = 0,5 OP HR 


Ce tore enveloppe manifestement la courbe C. Nous allons voir que le 
calcul de l'intégrale 


ff | (E, » ) dé dy 


le long de cette surface X est particulierement simple. 


Sur les résidus des intégrales doubles. 345 


Décomposons en effet l'intégration en deux parties; intégrons d'abord 
par rapport à 7, en regardant € comme un paramètre arbitraire. Nous 


avons: 
2= do) + p,cosg, — t— (wo) + p,sing. 
Si € est regardé un instant comme une constante, w sera aussi 


une constante; il en est de méme de p,, ¢ étant la seule variable. 


On a alors: 


9 — Ds + i$, t Me™ 


ce qui montre que le point » décrit dans le plan des 7 un cercle de 
rayon o, ayant pour centre le point &, + i&,. L'intégrale simple 


I= [F(5, 1)dy 


est alors égale à 2i7 multipliée par le résidu de la fonction F(é, 7) 
(regardée comme fonction de 7 seulement) par rapport au point 


ga + id. 
Imaginons pour fixer les idées que le long de la courbe C ce soit le 
premier facteur Q(£, 7) du dénominateur qui s'annule de telle sorte que 


Q(d, "b ie, , 9, d ic) s 


Le résidu en question est alors facile à calculer et on trouve pour 
l'intégrale simple: 


x 
ou 


?=d,(0) + if,(0), x = (0) + id,(o) 


et ou par conséquent 


Il faut maintenant intégrer par rapport à £ en faisant varier w de 
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O à 27, c'est à dire en suivant toute la courbe C. On est done ramené 
à chercher l'intégrale simple: 





ye] Sur 


le long de la courbe C, 7 étant supposé lié à & par la relation algébrique 
Q(E, 7) — O. 


Cette intégrale est donc une intégrale abélienne attachée à la courbe 
algébrique Q = o. 

Il suffit d'un peu d'attention pour vérifier que si l'on veut obtenir 
l'intégrale le long de XN, l’observateur O étant dirigé vers l'extérieur, il 
faut en prenant l'intégrale J, suivre la courbe C dans le sens des c» 
croissants. 

L'intégrale prise le long de S sera donc aussi égale a J ou à — J; 
ar elle est égale au signe pres a l'intégrale prise le long de X. Il reste 
à déterminer le signe. 

Imaginons que l'on fasse varier d'une maniere continue les quatre 
relations fondamentales: 


t= 9A, ur), w-—v,0, mm», s-—fm»v) t= ¢,(A, m v) 


et qu'en méme temps on fasse varier également d'une manière continue 
la surface S, mais de telle sorte que la courbe C reste toujours dans 
l'espace (A, u, v) et à l'intérieur de S. 

L'intégrale ne variera pas tant que la surface S ne contiendra pas 
d'autre courbe singuliére que C. 

Cela posé envisageons les douze dérivées partielles de x, y, z, ¢ par 
rapport à À, p, v 


da P dg, dy E de, 


GAN ean? dk Yaa 
et d'autre part les quatre dérivées de xz, y, 2, { par rapport à w, en 
supposant que le point z, y, z, ¢ décrive la courbe €: 


da dy, dy = dé, 


Se HSE = ; 
dw dw do do 
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Envisageons ensuite le determinant: 








dy da dx dx 
dan) 030 00 2 T. 
de dy dy dy 
re ake con S 
=A. 
di dz dz dz 
dw di du dy 
| dz dt dt dt 
dw di dp dy | 


Je dis que si A s’annule en un point quelconque de C, il y aura 
à lintérieur de S une autre courbe singuliére que C (en négligeant cer- 
tains cas exceptionnels qu'il serait d'ailleurs inutile d'envisager ici). 

En effet, les courbes singuliéres ont pour équations: 


Q(e, = Ig, Ps + ip.) AO 


Pour qu'une courbe gauche possède un point double, il suffit en 
général que le calcul des cosinus directeurs de la tangente conduise à 
une indétermination. Cherchons donc à déterminer la tangente à C; 


l'équation des courbes singulières: 
Q(E, 7) = o 
peut se résoudre par rapport à 7, d'ou: 


2 IS) 
d’où 
= A+ Bi 
A et B étant les parties réelle et imaginaire de la dérivée de /(£). 
Cela donne: 
dz = Ada — Bdy 


(1) 
dt = Bdx + Ady. 
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Nous devons chercher la tangente à C et pour cela, il faut déter- 
miner les rapports des quatre différentielles de, dy, dz, dt. Pour cela 
nous avons l'équation: 





2 dx da da | 
= di dp dy 

| 
1 dy dy dy 
oy di di dy 

(2) =. 

45 dz dz dz 
27. EO “an db 

| dt dt dt 








qui jointe aux equations (1) suffit en général pour déterminer dr, dy, 
dz, dt. Mais comme dz, dy, dz, dt sont des différentielles se rapportant 
à C, elles doivent étre proportionnelles à 

da dy da dt 

do’ dw’ dw’ dw 
de sorte qu'on a toujours: 


da: dx dx da | 
do dA du dy | 





dy diy dy dy 





do dÀ dp dy 


dz dz dz dz 
do di du dy 











| dt dt dt dt | 
de dd du dy 


On a toujours d'ailleurs: 


dz Ed da , dy 
do * do ^ dew 
dt dy de i 
are 
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ce qui montre que les différentielles 


1 lo !l d 
dz =, dy =e_, de AE 





~ dw’ de 


(ou € est une quantité infiniment petite quelconque) satisfont toujours aux 
équations (1). 

Si de plus on a A = o, elles satisferont également à l'équation (2). 
Mais alors ces équations (1) et (2) ne suffiront plus pour déterminer les 
quatre différentielles. La courbe C aura donc un point double. 

Done si en un point de la courbe C, A s’annule, ce point est un 
point double; ou bien encore nous pouvons dire que la surface S contient 
outre la courbe C une autre courbe singuliére qui vient couper C. Une 
discussion plus approfondie montrerait quil y a des cas d'exception, mais 
que ces cag ne se présenteront pas si A s'annule en changeant de signe. 

En conséquence, si la surface S ne contient pas d'autre courbe sin- 
guliere que C, le déterminant A conservera le méme signe tout le long 
de C. Imaginons maintenant que l'on fasse varier S et l'espace (A, pi v) 
d'une facon continue comme nous l'avons dit plus haut. Tant que A ne 
changera pas de signe, l’intégrale ne variera pas. 

Done le signe de lintégrale dépend du signe de A. 

Voyons quel est ce signe pour l'intégrale prise le long de X. 

On a alors: 

| dy de dx dx 





| dw da dp de 
| 
| da dy dy dy | 
| do do dp de | I 





dt dz dz dz 
do = do do de 


dz dt dt dt 
do do do de | 


Il vient ensuite 


stuck CUM 
OU ree 
CCS Es V) 7. — p (1 + pcos ¢) «0; 


d(w, p, e) 


) 
/ 
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A est done de méme signe que: = 
da dy 5 » 
do dw 
| dy de - = 
do do 
dz dt ; | 
pA 4 = COS C — OS 
| dw dw f | 
| 
| dt dz . | 
= PI sin Ç COS Cc 
dw dw ¥ Pp | 


cest a dire positif. 

En resume: 

L'intégrale double prise le long de S est égale à l'intégrale simple 
abelienne: 


prise le long de la courbe C, et'on doit parcourir cette courbe dans le 
sens des @ croissants si A est positif et des © décroissants si A est négatif. 
Ainsi les périodes de l'intégrale double: 


1 P dé dz, 
vr RQ 


sont les mémes que celles de l'intégrale simple abélienne: 
| g 


J = 





* d 


relative a la courbe algébrique Q9 = o et aussi que celles de l'intégrale 
simple abélienne 


relative à la courbe algébrique R = o. 
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Nous savons qu'une intégrale abélienne possede deux sortes de pé- 
riodes, les périodes cyeliques et les périodes polaires. Les intéerales de 
1"* et de 2% espèces ne présentent que des périodes cycliques. 

Etudions d'abord les périodes cycliques. Si la courbe Q == o est de 
genre g, l'intégrale J admettra 29 périodes cycliques. Si la courbe R — o 
est de genre r, l'intégrale J’ admettra 2r périodes cycliques. L’integrale 
double aura done en tout 27 + 2r périodes cycliques. 

Quelle est la condition pour que cette intégrale n'ait que des périodes 
cycliques. Il faut que les intégrales J et J’ soient de 1° ou de 2"* 
espéce. Pour cela il faut et il suffit que la courbe P =o passe par 
tous les points doubles des deux courbes /i = o, Q — o, ajnsi que par 
les points d'intersection de ces deux courbes, à lexception toutefois des 
points ou ces deux courbes se touchent. 

Passons maintenant aux périodes polaires. Les pôles de l'intégrale J 
sont les points d'intersection des deux courbes: 


et les points doubles de la courbe 
0108 


Pour les premiers, le residu est facile a caleuler. On trouve que 
la période est égale a: 


d» dé dé dy 


ou €, 7 sont remplacés par les coordonnées du point d'intersection considéré. 
Si lon considere ce méme point d'intersection comme un pöle de 
l'intégrale J’, on est conduit au méme résultat, au signe prés. 
Pour les points doubles de Q — o, on trouve: 


./[38QV dQdQ 
BY (usa) C dE dy 


où $ et 7 sont remplacés par les coordonnées du point double. 
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En envisageant l'intégrale J’ et les points doubles de À = o, on serait 
conduit à des périodes de la forme: 











TT ONE Y RER 


V 
QV (aa 


En résumé si les deux courbes Q — o, R =o sont respectivement 


2? 


de dz* 


d'ordre m et » avec h et k points doubles, on aura: 


qi ee 2) PEU Do) S 


2 2 
et lintégrale double admettra les périodes suivantes: 
1?:les 


2q + 2r = (m — 1)(m — 2) + (n — 1)(n — 2) — 2(h + k) 


e^ 


périodes cycliques. 
2° les mn périodes relatives aux mn points d'intersection des deux 


courbes. 


AG 


— 
c 


8 h périodes relatives aux h points doubles de Q — o. 
4° les k périodes relatives aux / points doubles de À — o. 
Il y aura donc en tout 


n? + mn + n> — 3(m +n) + 4—h—k 


périodes. 
Si lon considère les deux courbes Q = o, R — o comme n'en for- 
mant qu'une seule qui a pour équation: 


elle sera de degré p — m + » et aura: 


d — mn -4-h-4k 
points doubles. 
Le nombre des périodes auquel on est conduit est alors: 


2 
) 


Po — 88 d Arad 
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Si on avait eu au dénominateur un polynôme indécomposable Q, 
que ce polynóme eut été de degré p, et que la courbe: 


Qo 


eût eu d points doubles, on aurait trouvé pour le nombre des périodes, 
en appliquant les formules précédentes: 


p? — ap + 2 — d. 


Voici done ce que nous pourrons dire en général: 
Soit p le degré du dénominateur, » le nombre de ses facteurs irré- 
ductibles, 7 le nombre des points doubles. Le nombre des périodes sera: 


p! — 3p + 2» — d. 


Ce nombre peut se réduire dans certains cas particuliers. 

Nous ne nous sommes occupés jusqu'ici que du cas où tous les fac- 
teurs du dénominateur sont distincts. Il nous reste à examiner céux où 
deux ou plusieurs de ces facteurs se confondent, ce qui arrivera par 
exemple si le dénominateur est un carré parfait. 

Il faudrait done étudier les périodes de Vintégrale double: 


lj Pdédy 


Q* RA S* 


t 


ou @, R et S sont des polynómes entiers irréductibles, et où 4, , 7 sont 
des exposants entiers. 

Il nous suffira, pour faire comprendre la marche à suivre, de con- 
siderer le cas particulier de l'intégrale 


f P4&d; 
jw 


Les courbes sineuliéres ont alors pour équations: 
g | 


Q:— o. 


Le 


Pour calculer l'intégrale, il faut employer le procédé de la différen- 
tiation sous le signe I: 
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Considérons lintégrale double: 


MESS 
ee 


Nous avons vu qu'elle est égale à lintégrale simple abélienne: 





>» 
à Pde 
J = 2ix = 
dQ 
e dy 
relative à la courbe algébrique: 
() = a. 


C'est une fonction de « dont la dérivée par rapport à 4 est egale à 
T Pdédy 
JJ (Q— a)" 


Différentions de méme l'intéerale simple J par rapport à a; nous 











trouvons: 
d|P| 4]P |dy 
da dq dyad da 
dz | d 
On a: 
dP dQ rw 
d | P | en dr dy í dy” 
dz | aq = ‘AQ * 
| dy es | 


De plus 7 nous est donné en fonction de £ et de 4 par l'égalité: 


En la différentiant par rapport à 4 on trouve: 


dQ dy " 


dy da 


oo 
ox 
Ir 
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Il vient donc: 





adP dQ d Q 
LEE 2ir CRT jt 
du d ; 
1 E 


D'ou l'on conclut que les périodes de lintégrale double 


Paar 


sont les mêmes que celles de l'intéerale simple abélienne: 
{ gE 


‚tdP dQ d°Q ? 
2/775 En m seid dé 
| E 
t ‚dr 


relative à la courbe algébrique Q9 = o. 
Un cas particulier intéressant est celui des périodes polaires. — Soit 
par exemple à calculer celle des périodes polaires de l'intégrale double 





" : s dM ous 
qui se rapporte au point d'intersection: 
=a, i 


des deux courbes 
Jis — oO), WEICH 


On pourrait faire le calcul a l’aide de la formule précédente, mais 
il est plus simple d'opérer comme il suit: 
Considérons les périodes polaires de l'intégrale: 


f Pdédy 
| R(Q — a) 


et en particulier celle qui se rapporte au point d'intersection: 


des deux courbes 
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Je suppose, bien entendu, que «' et J’ se réduisent à « et b quand 
, u, l 
4 sannule. Cette période est égale à: 


hu 





A désignant le déterminant fonctionnel de R et de Q. 
Nous n'avons plus qu'a différentier cette expression par rapport à a. 
Appelons ¢ la fonction 


Appelons D(é, z) le déterminant fonctionnel 


de dk de dh 


dé dy dy de 


Nous trouverons que la période de l'intégrale double 


d" Pd£dy 


est égale à 


On voit aisément comment on opérerait si lexposant de @ était plus 
grand que 2. 
En particulier, l'intégrale double 


? P d£dz 
| (£ — a) (m hs 


n'a qu'une seule période qui a pour expression 


ou Von a posé: 
spo ef 


la mol" 
d^ Ed! 7 


P'(E, y) = 


[uv] 
Cx 
-1 
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i Bde | 
2) (aS Bn) GS Eon) 


a une seule période dont l'expression est: 


De méme lintégrale 





47° P'(o, ©) 
(a0 — y)"*? n — 1 |» — 





Pour définir ici la fonction P’(€, 7) qui n'a plus la méme significa- 
tion que plus haut, nous supposerons qu'on ait changé de variables en 
faisant: 

& — a£ + f 


et nous poserons: 


§ 5. Méthode de M. Stieltjes. 


Monsieur SrrELTJES a découvert il y a quelques années une remar- 
quable généralisation de la série de LAGRANGE. Considérant l'intégrale 


[Peay 
' | QR 


qui a fait l'objet du paragraphe précédent, et l'intégrant le long d'une 


double: 


surface particuliére, il découvrait lune de ses périodes, qui a pour ex- 


pression: 


AT P 
(1) dQdR — dQdR 
dé dy dy dé 


£ et x étant remplacées par les coordonnées d'un des points d'intersection 
des deux courbes: 
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On n'a plus qu'à faire dans cette formule: 
Q— €— Me, x) 


) x AS \ 
R=y—keo(E, ») 


Ss lf de df de df de 
Pi len) RE. Se jut d + hh | des: I E 
s d= dy 


j 


dé dy © od ae) 





(h et k étant deux quantités tres petites, f, c et P trois polynómes quel- 


conques en &, 7) pour retomber sur une généralisation de la formule de 


LAGRANGE. 


M. SrigpTJES ne publia pas toutefois sa découverte et se borna à la 


communiquer à quelques amis; mais de graves objections lui furent faites 


et le- determinerent à ne pas publier ses résultats. 


Etait-il certain que la fonction sous le signe |] ne devenait pas in- 


finie en quelques points de la surface d'intégration? 


changeait le signe de l'expression (1),en permutant Q et A? 


Comment se faisait-il, puisque rien ne distingue @ 


de À, qu'on 


La discussion du paragraphe précédent, nous met aujourd'hui en 


mesure de répondre à toutes ces objections. 


Commencons par introduire les quatre relations fondamentales qui 


définissent l'espace (A, 5, »); nous écrirons: 


pU — 1) 


ES 


240 
> 4 


Be? ai k? + 1? 


ar = 


^ y= 


ou l'on a posé pour abréger 


représenteront respectivement dans l'espace (A, y, ») 


(3) 


ERP ONE esp? 


Les deux équations 


EE 2 REG 
À = 0, pocos 


et l'axe des À 


le cercle 


Ee] 
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Si h et k sont assez petits les deux équations: 


ou ce qui revient au méme: 
DL eee he 


représenteront respectivement dans l’espace (A, 5, ») une courbe fermée 
trés peu différente du cercle (3) et une autre courbe fermée se rapprochant 
beaucoup de laxe des À dans tous les points situés à distance finie. 

Il importe de remarquer que ces deux courbes sont entrelacées l'une 
dans lautre. Je veux dire par là qu'il serait impossible de construire 
une portion de surface simplement connexe limitée à l'une des deux cour- 
bes fermées et qui ne coupe pas l’autre courbe fermée. 

La surface d’integration considérée par M. Srievrses est définie comme 
il suit: on fait décrire à ¢ dans son plan, un cercle ayant pour centre 
lorigime, pendant que 7 décrit de son côté dans son plan un autre cercle 
ayant aussi pour centre l'origine. 

Les équations de la surface d'intégration sont donc: 


$9 3 9 9 9 9 
' “ey = pir Z +t = pr- 


Si nous revenons à notre mode de représentation, il faut que nous 
supposions: 


2 9 2 
Pi == 92 Fr P * 


La surface d'intégration sera alors représentée dans l'espace (A, y, v) 
par la surface: 


(i? + 1y p ol = 4p°(p + v). 
Cette surface est. un tore; le cercle 
E=06 
et par conséquent si h est très petit, la courbe fermée 
SSS if 


se trouvent entierement à l'intérieur de ce tore. 
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Au contraire l'axe des À 


rel 
et par conséquent si k est tres petit, la courbe fermée 
4 = he 


se trouvent enticrement à l'extérieur de ce tore. 

On voit tout de suite que la premiere objection faite à M. SrrEpTAES 
est levée, puisque le tore ne coupe en aucun point les courbes singuliéres. 

Nous définirons le sens d'intégration comme nous l'avons fait jusqu'ici, 
par un observateur placé sur le tore; je supposerai par exemple que cet 
observateur est dirigé vers l'extérieur. 

La seule courbe singulière située à l'intérieur de la surface d'inté- 
eration est la courbe: 


Ju 


E 


L'intégrale cherchée se ramene donc à une intégrale abélienne simple 
relative à cette courbe. IL suffit d'un peu d'attention pour reconnaitre, 
en appliquant les régles du paragraphe précédent, que cette période est 
une période polaire et qu'elle est égale à: 





47 P 
dQ ak _ dQ AR | 
dé dr = dz dé 


Il nous est facile de voir maintenant comment tombe d'elle-méme la 
seconde objection qui avait été opposée à M. Srievrses. I] n'est pas vrai 
que rien ne distingue Q de R. La courbe Q — o ou 5$ — hf est à l'in- 
térieur du tore qui nous sert de surface d'intégration; la courbe À — o 
ou z — ke est au contraire à l'extérieur. Si done nous considérons l'ob- 
servateur qui définit le sens de l'intégration, nous verrons qu'il est dirigé 
vers l'extérieur du tore, c'est à dire du méme cóté que la courbe R =o, 
et du côté opposé à la courbe Q = o. Ces deux courbes jouent done 
des róles différents. 

La seconde partie de l'analyse de M. Srievrses ne soulevait pas 
(objection analogue à celles que nous venons de discuter. Néanmoins 
comme elle n'a pas encore été publiée et qu'elle est fort courte, je vais 
lexposer ici en quelques mots. 
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Si nous donnons à P, Q et R leurs valeurs (2), il est aisé de voir 
que notre intégrale sera égale a | 
2 
AT F (eo, No) 


5, et 7, étant les valeurs de = et de y trés voisines de o qui satisfont 


aux deux équations: 


fy 


mm. n = ke. 


D'autre part si h et k sont assez petits pour qu’on ait en tous les 


points de notre tore: 





4 


hf ke 
fel Para 


l'intégrale pourra se développer en série comme il suit: 


Xmas Dae 


ve J 





|| 
p lc 2, Or © 
(roar? c did; "Reus z f 'g !d£dr 
zo RUE vom MAE 
le) > 


ee 


Ce qui donne, d'aprés les principes du paragraphe précédent: 
| I paragraj l 


XD EAS ze em 
> np Dn=1,p\| P — e nes uu 
I" ke D, (Pf er) | nat dz! ; "m 5 ( dy! D 
n p 


ak p np-—I 


1/ 
F(E 
So Yo) 


Of, Ce 
pon 2 Se 
n v 0($, 7) 
Tom LP 


Dans le second membre £ et 7 sont supposés remplacés par O et o. 


- 


Quant à la notation D,,, on a écrit pour abréger: 


Lp 
d" 2 u 


D,, ,(u) = ——- 
; dz dy! 
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En réduisant, il reste pour la partie entre crochets: 








", \ d - ET ae AP) 
à ln. Bra) Dre Tg jen ua ED. al FREE | 
ou bien: 
of le" à ‚N ae 
- p D,. -1, | D, l4 (ET ¢") rss D} i F- — ] E q^ at F P e 1 E pA. : : 


ou enfin en réduisant encore: 


I d? FP dar I dF Me ) 
an Da "PE aq POE rey 


£ d er] 


4 


On est ainsi conduit à une généralisation de la formule de LAGRANGE. 


8 6. Seconde application. 


Il n'est pas douteux qu'on ne puisse tirer des principes qui précèdent 
une foule d'applications différentes. Je me bornerai à exposer ici la 
suivante. 

I] est aisé de démontrer qu'une fonction entiere d'une variable, dont 
le module reste inférieur à une quantité donnce, se réduit à une constante. 
Ce résultat s'étend immédiatement aux fonctions de deux variables. On 
peut d'ailleurs l'énoncer comme il suit: 

Une fonction entière de deux variables £ et 7 qui tend vers une 
limite finie et déterminée quand £ et 7 tendent vers l'infini, et quelle que 
soit la maniére dont £ et 7 tendent vers l'infini, se réduit à une constante. 

La théorie actuelle nous permet de faire un pas de plus. 

Il n'est pas nécessaire, pour que la fonction se réduise à une con- 
stante, qu'elle tende vers une limite finie et déterminée quelle que soit 
la maniére dont $ et 7 tendent vers l'infini. 

Supposons, pour préciser davantage, que l'on pose: 


$ — (at 8p. 7 = (y + 0)e 
avec la condition 


(1) a -L,8 cr +) 
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Faisons ensuite croître 9 indéfiniment, a, 3, y. 9 restant constants. 

Les théories anciennes nous permettent d'affirmer ce qui suit: 

Si quels que soient a, 3, ;. 9, la fonction entière, F(£, 7) tend vers 
une limite finie et déterminée, cette fonction est une constante. Il n'est 
d'ailleurs pas nécessaire que cette limite soit la méme pour toutes les 
valeurs des quatre quantités 4, A, 7, 0; il suffit qu'elle soit toujours finie. 

Grice à la théorie actuelle, nous pouvons affirmer quelque chose 
de plus. 

La fonetion entiere F sera une constante, non seulement pourvu 
qu'elle tende vers une limite finie pour toutes les valeurs possibles de 
4. f, y, 9, mais encore pourvu qu'elle tende vers une limite finie pour 
toutes les valeurs de 2, A, 7, 9 qui satisfont non seulement à la relation 
(1), mais à une autre relation convenablement choisie. 

Reprenons les quatre relations fondamentales du paragraphe précédent: 

PERMET) 20 


L = ———— N — rn 2 


Page SAU EET 
A? A apis wt 


2 2 
2110 2) 
Hp ‘ 24 


TE ONU OD CORE 


Nous avons vu que les équations 
&£—0 et y—0 
étaient respectivement représentées dans l'espace (A, y, v) par le cercle 


A o (Dac EL 
et par la droite: 


jn emm em (8 
Nous avons vu en outre que l'équation 
mod? y = p; 
etait representee par le tore: 
(k? + 1)’03 = 4p'(p* + »?). 


Ces tores sont de révolution autour de l'axe des À et on peut les 


définir eeometriquement en disant qu'ils sont le lieu des points AZ tels 
g | 1 ET 
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que le rapport de la plus grande et de la plus petite distance de M au 
cercle $ — o soit constant. 

Venons maintenant à l'équation: 


ag + fn — o 


ou 4 et 3 sont des coefficients imaginaires quelconques. Elle représentera 
aussi un cercle. De plus ce cercle devra se trouver tout entier sur le tore: 


Ce ne peut d'ailleurs étre ni un des cercles meridiens qui ont pour 
équation 


7 — const. 
ni un des cercles paralleles qui ont pour équation 
] — consi. 


Mais on sait que si l'on coupe le tore par un plan bitangent, l'inter- 
section se décompose en deux cercles. Le cercle: 


a£ + fy —0 


sera donc l'un de ces deux cercles. 

Si les axes sont places comme ils le sont d'ordinaire, ce sera celui 
des deux cercles qui est situé à gauche d'un observateur placé suivant 
l'axe des 7 et regardant la partie des deux cercles qui est dirigée vers sa téte. 

En faisant varier les deux coefficients 4 et f on obtiendra done une 
famille de cercles que j'appellerai les cercles C. 

Ces cercles seront toujours réels et leur rayon ne pourra s'annuler. 

Ce quil importe de remarquer, c'est que deux quelconques des cercles 
C sont entrelacés, dans le sens donné à ce mot au paragraphe précédent. 

En effet les cercles 


GE f, = ©; ye + 07 —0 


sont évidemment entrelacés si 
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faisons ensuite varier d'une maniere continue les quatre coefficients 
a, jj. y. 0 et voyons si les deux cercles peuvent cesser d’être entrelacés. 
Ils ne pourraient cesser de l'être que S'ils arrivaient d'abord à se couper. 


Or s'ils se coupaient, on aurait un point d'intersection: 
ce qui est impossible, puisque les formules (2) conduisent à la relation: 
EI? ail 2 
er ur 
Pour faire comprendre Vimportance de cet entrelacement, considerons 
l'équation plus générale 
at + f eme 
Cette équation représentera encore une famille de cercles, les cercles 


C', dont les cercles C ne sont que des cas particuliers. 
Deux cercles C' 
C apo ems 


n 


, 
QS 


ptr 


peuvent être ou n'étre pas entrelacés. ls le seront si: 


[ua lose rl — 0. 





ap’ — a’B|?. 


Ils ne le seront pas dans le cas contraire. 
L'intégrale double 


prise le long d'une surface qui enveloppe le cercle: 


us t= 37 cem 


en laissant en dehors le cercle 
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sera égale tantôt à o, tantôt à 


D 


4x 


C3 UN, 


I (So > No) 
satisfont aux équations simultanées 


a + Po — p, LË + FM Tr. 


Elle sera égale à o si les deux cercles ne sont pas entrelacés et à 


sils sont entrelaces. 
Dans le cas des cercles C, comme il y a toujours entrelacement, 


on aura: 


> 
Fdzıy TE 1/ 
| uum 519,9). 
JJ CE B «E + Fm) af — ap 


De méme l'intégrale: 


N Fd$dz 
JJ (GS + Bay (ae + Pr) 


sexprimera trés simplement à l'aide des dérivées d'ordre » + p de F, 





ou plutôt des valeurs de ces dérivées pour $ = 7 = o. L’expression sera 
linéaire et les coefficients dépendront de 4, 7, a, ff. (Voir la fin du § 4.) 

Cela posé voyons comment chaque point de l'espace (A, y, v), re- 
présente une manière pour $ et 7 de tendre vers l'infini. 

Imaginons que 2, y, » conservant la méme valeur, ‘9 croisse indéfini- 
ment. x, y, z et ¢ croitront indéfiniment et de facon que leurs rapports 
demeurent constants. Lors done que x, y, z, ¢ croissent au délà de toute 
linite, mais de telle facon que leurs rapports tendent vers des limites 
finies et déterminées, cette manière de tendre vers l'infini sera représentée 
par un point de l'espace (A, p, v). 

Une surface S appartenant à cet espace représentera done un en- 
semble de manieres de tendre vers l'infini. 

Imaginons qu'une surface S soit.telle que le cercle: 


nv 


at + fn =o 
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soit tout entier à son intérieur et le cercle 


tout entier à l'extérieur. 

Supposons que, quand £ et ; tendent vers l'infini de l'une des ma- 
nieres représentées par les divers points de cette surface S, la fonction 
entière 7 tende vers une limite finie et déterminée. 

A cette condition, F se réduira à une constante. En effet l'intégrale: 


Jj F'd£dz 
JJ. (GE + Bo). («6 + #7) 


prise le long de S, tendra vers o quand p croitra indéfiniment, (A moins 
que à — p — 1). Elle est donc nulle. 

Done toutes les dérivées de PF sannulent pour £ = TR 

Done F est une constante. 

En résumé, si on sait démontrer que /’ tend vers une limite finie 
quelle que soit la maniere dont £ et 7 tendent vers l'infini, F est une 


D 


constante; voilà ce qu'on savait déjà. 
Supposons maintenant qu'on sache démontrer seulement que F tend 


vers une limite finie quand = et y tendent vers l'infini d'une certaine 


4 
maniere. L'espace (A, y, v) dont les points représentent les différentes 
facons de tendre vers l'infini, sera alors partagée en diverses régions. 
Pour les unes on saura démontrer que F tend vers une limite finie; 
pour les autres, on ne saura rien. 

Si par exemple il y a une région de l'espace qui contienne l'un des 
cercles C tout entier et en tous les points de laquelle la limite F soit 
finie, on sera certain que F est une constante. 

Ou bien encore supposons que l'espace se divise en trois régions 
H,, R, et R,, de telle facon que l'on ne puisse passer de R, à R, sans 
traverser R,. Imaginons que À, contienne un des cercles C tout entiers; 
que A, contienne un autre cercle C tout entier et qu'en tous les points 
de A, la limite de Æ soit finie. Nous serons encore certains dans ce cas 
que F est une constante. 
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8 7. Périodes variables. 


J'arrive à un autre ordre-de considérations où lon verra la prin- 
cipale différence qui éloigne la théorie actuelle de celle des intégrales 
simples. 

Nous avons supposé jusqu'ici que la fonction sous le signe ff ne de- 
venait infinie en aucun des points de la surface d'intégration. 

Cette hypothése n'est pas nécessaire comme elle l'était dans le cas 
des intégrales simples. Il arrive en effet, comme nous allons le voir, que 
l'intégrale reste finie bien que la fonction sous le signe [| devienne infinie. 

Soit S la surface d'intégration appartenant à l'espace (A, y, ») et 
dans ce méme espace, une courbe singuliére € en tous les points de la- 
quelle la fonction F(£, 7) devienne infinie. Supposons que cette courbe 
C coupe la surface S de telle sorte que l'une des portions de © soit à 
l'intérieur de S et l'autre à l'extérieur. 

Prenons maintenant l'intégrale: : 


[[ FG, x)d£dy 
le long de la surface S. La fonction F sera infinie aux points ou C 
coupe S, mais en général elle sera infinie de 1 ordre seulement. L'inté- 
grale restera alors finie. 

Nous savons en effet qu'une intégrale multiple d'ordre » reste finie 
quand la fonction sous les » signes f devient infinie en un point isolé, 
pourvu toutefois qu'elle soit infinie d'ordre inférieur à x. . 

Pour évaluer cette intégrale double, on peut opérer absolument de 
la méme facon que dans le $ 4. Posons alors 

FE, 9) = 58-5. 
3 Q(E, 7) 
Nous supposerons que 7 ne devient pas infini à l'intérieur de S, et que 
() ne devient infini que le long de la courbe C. Cela suppose que S 
ne contient pas d'autre courbe singuliere que C; mais cette hypothese est 
toujours permise, car s'il en était autrement, on remplacerait la surface 
S par plusieurs autres ne contenant chacune qu'une courbe singulière. 
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L'intégrale double sera égale alors à l’intégrale simple 
>» 
- 2ir P d£ 
d + 


dy 


Cette intégrale au lieu d'étre prise tout le long de C, sera prise 
seulement le long d'une partie de cette courbe, puisqu'une partie seule- 
ment de cette courbe est intérieure a S. 

Si P est rationnel et si @ est un polynóme entier, cette intégrale 
simple est encore une intégrale abélienne relative à la courbe algébrique 


Mais ce n'est plus une période de cette intégrale, c'est une intégrale 
prise entre deux points quelconques de la courbe Q — o. 

Quant au sens dans lequel on doit suivre la courbe C, on le déter- 
minerait par la règle du § 4. 

Nous pouvons donner aux intégrales doubles de cette forme le nom 
de périodes, puisqu'elles sont prises le long de surfaces fermées. Mais 
elles différent beaucoup des périodes que nous avons envisagées jusqu'ici. 

Si en effet, nous déformons d'une facon continue la surface d'inté- 
gration S, l'are de C qui sera à l'intérieur de S variera aussi d'une facon 
continue. Il en sera done de méme de la période. 

Ces périodes ne sont done pas des constantes. Ce sont des périodes 
variables. Tl importe d'ailleurs de ne pas les confondre avec les intégrales 
auxquelles M. Picarp avait donné ce nom dans ses notes du 29 Janvier 
1883 et du 1* Février 1886. 

Je rappelle que dans l'introduction nous sommes convenus de ne pas 
le leur conserver afin d'éviter toute confusion. 


8 8. Applications aux fonctions 0. 


Je vais reprendre les notations dont j'ai fait usage dans mon mé- 
moire sur les fonctions Abéliennes (American Journal of Mathematics 
Vol. VII, ‘N° 4)! 
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J'envisagerai une fonction abélienne de deux variables £ et 7 et 
jappellerai les quatre périodes fondamentales: 


a,, 0$,, @, pour Ë 


(1) ’ 


x xe 3? b, pour 7. 


J'envisagerai une fonction intermédiaire @ jouissant des propriétés 


suivantes: 
Elle est entiere et de plus elle a pour une quelconque des 4 périodes 


D(E ae di, Y Je b) — O(E, Yee ur. 


Je poserai ensuite: 
M = a,0; + Bb — ap fio. ‘ 
M, sera egal à un entier multiplié par 27 y— 1. 
Si les périodes (1) sont des périodes normales, on aura: 


a,b, — a,b, + a,b, — a,b, = o. 


Si les périodes (1) ne sont pas normales, on aura une relation analogue 


(2) IN,ab, = 0 


INFO; N, = — Ne 


Les N seront des entiers dont le déterminant est égal à 1. 

En d'autres termes le premier membre de léquation (2) est une 
forme bilinéaire de discriminant 1. 

On aura d'ailleurs: 


My = ems NS 


m étant l'ordre de la fonction intermédiaire 9. 

On sait que les fonctions 6 ne sont que des cas particuliers des 
fonctions intermédiaires qui s'y raménent d'ailleurs aisément. 

Nous allons maintenant définir notre espace A, y, ». 

Distinguons les parties réelles et imaginaires des périodes, en faisant: 


Eire CIENT HAN ES DER ER 
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Posons ensuite: 


GS 04 + ap av 
y = a À + apt ayy 
2=bA + bp + by 
t= b, À + bp + by. 


Nous étendrons -nos intégrations à la surface totale du cube dont 
les 6 faces ont pour équation: 


Les courbes singuliéres que nous considérerons auront toutes pour 
équation: 


Do: 


A l'intérieur de notre cube, il pourra se trouver plusieurs branches 
de la courbe singulière ® — o, mais parmi ces branches, nous devrons 
distinguer les branches fermées et les branches ouvertes limitées à chacune 
de leurs deux extrémités par lune des faces du cube. Les points qui 
doivent surtout attirer notre attention sont les extrémités des branches 
ouvertes, c'est à dire les points où la courbe ® = o coupe les faces du cube. 

Mais nous distinguerons ces points en deux catégories. Supposons 
que dans le voisinage d'un de ces points, les équations de ® = o puissent 
se mettre sous la forme: 





Wu 


c= d(o), Vz ?,(w), RV d. (o), bas po) 
4. 


ainsi quil est dit au § 
Nous formerons le déterminant A du $ 4 qui s’écrira ici: 
| dy 


- (t as (t 
do : 5 E 
dx 


"m 7 1 
- (la (ts A, 
do X 


[un dt b; y, y 


| do 


dz 


dw 


Hit eB ned d 
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Nous avons vu que si ce determinant est positif, il faut, dans les 
intégrations, suivre la courbe 4 — o dans le sens des « croissants, et 
quil faut la suivre au contraire dans le sens des & décroissants si A 
est négatif. 

Comme «o reste arbitraire dans une large mesure, on peut toujours 
choisir cette variable de telle sorte que A soit positif et que par consé- 
quent on ait toujours à suivre la courbe dans le sens des © croissants. 

Cela posé si nous considérons un des points d’intersection P de la 
courbe @ — o avec une des faces du cube, et que dans le voisinage de 
ce point, on suive cette courbe dans le sens des @ croissants, il pourra 
se présenter deux cas. Ou bien on passera de l'extérieur du cube à l'in- 
térieur, ou inversement. 

Nous distinguerons done deux sortes de points 7; le point P sera 
positif si l'on passe de l'extérieur du cube à l’intérieur et négatif dans 
le cas contraire. 

Pour reconnaitre le signe d'un de ces points, imaginons que ce point 
appartienne à la face À — o, et que dans le voisinage de ce point, on ait 
pour l’équation de @ =o 


€ = f(x). 
Il viendra alors: 


d£ = (a + if) dy 


ou 
dq 
Key dy 
a + 15 == dy = — do 
dé 


en remplaçant df et dy par leurs valeurs et séparant les parties réelle 
et imaginaire, il vient: 


(a, — ab, + Bb, )dÀ + (a; — ab; + Sb; )dp + (aj — ab; + fbi )d» = o 


LEA 
(a; 





ab, + fb,)dÀ + (a; — ab, + fbi)dp + (as — ab; + fb;)dy =o. 


Ce sera en étudiant les coefficients des équations (3) qu'on recon- 
naitra si le point P est positif ou négatif. 
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Si l'on fait varier ces coefficients d'une maniére continue, le passage 
des points P positifs aux points P négatifs se fera au moment où dA est 
nul, c'est à dire ou: 


(4) (a — ab; + Bb; )(a;' — ab; — (805) — (a; — ab, + Bb; Nas — ab; — fb) = o. 


Tout dépend donc du signe du premier membre de l'équation (4). 

Nous n'avons encore rien supposé au sujet de la fonction ® qui 
égalée à o definira la courbe singuliere; nous choisirons plus tard pour 
® une fonction intermédiaire, mais dans ce qui a été dit jusqu'ici, rien 
ne préjuge ce choix. 

Faisons en particulier: 

0 —£—£. 

Alors on aura 


a=ß=o 
et le premier membre de (4) se reduira a: 
(50, — a5 d. 
C'est la partie imaginaire du produit: 
a, d. 


en désignant par @, la quantité imaginaire conjuguée de a,. 


Prenons le cas particulier ou 


Alors le premier membre de (4) se réduit a 1 et est par conséquent po- 
sitif. Nous pouvons supposer en méme temps a, = o. Les équations (3) 
se réduisent alors à 

du — ay 107 
On en conclut que 


CAEN ©) 


da — 0 dA. dr — bt dA. 
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Le determinant A se reduit a 


in) 
il est done négatif. 

Done quand le premier membre de (4) est positif, le point P est 
négatif et inversement. 

Nous n'avons considéré jusqu'ici que les points P situés sur la face 
du cube qui a pour équation À — o. On raisonnerait de méme pour les 
cinq autres faces et on arriverait aux conclusions suivantes: 

Posons 


a ip = — —. 


Posons ensuite: 


c, = a, — hb, 


i 
et soit c, la quantité imaginaire conjuguée de c,. 


Soit enfin /(u) = partie imaginaire de w. 
Les points P seront positifs 


pour la face 2 — O si I(¢,¢,)>0 
» AE eli are), <0 
» LOMME gpli(Gxes) >> 9 
» jr st) Tee) so 
» D Où eal Ellen) 0 
» peser Seas (GG) io, 


Nous devons remarquer que si nous avons sur la face À — o un 
point P dont les coordonnées soient (0, y, »), nous aurons sur la face 





opposée À — 1 un point P’ dont les coordonnées seront (1, p, v). De 
plus les points P et P' seront de signe contraire. 

De méme à tout point P situé sur lune des faces y — 0, » = 0, 
correspondra un autre point P de signe contraire situé sur la face 


opposée. 


c2 
-1 
Ct 
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Considérons maintenant l'intégrale: 


et étendons-la à toute la surface de notre cube. 

Soient N, et N, les nombres des points P positifs et négatifs situés 
sur la face A=o. Soient de méme Ni et NZ, Ni’ et Ni’ les nombres 
des points P positifs et négatifs situés sur la face y = 0 et sur la face 
On 

L'integrale double se raméne alors à l'intégrale simple: 


f2izdé 


rise le long des diverses courbes @ = o. Celle-ci est évidemment éeale à: 
I g 8 
2iz(226, — Dé). 


£, représente la somme des £ relatifs aux divers points P positifs, Dé, 
la somme des £ relatifs aux divers points P négatifs, 
Or à chacun des N, points P positifs de la face 4 — o, correspon- 
dent N, points P négatifs appartenant à la face À — 1. La différence 
des & est égale à a,. 


L'intégrale est done égale à: 





(5) 2iz[(N, — N,)a, + (Ni — N3)a, + (NI — Ny)a,]. 
D'autre part considérons deux points correspondants des deux faces 
ee o NERO Siena eO" vi Test valeumiie =" enfcestdeus 
opposées À — 0, A4 — 1. Soient d, et d, les valeurs de Ody en ces deux 
points, on aura: 
/ TIT CUM N 
Pi Po — fi 
de sorte que l'intégrale double étendue aux deux faces 4 — o, à — 7, 


se ramène à l'intégrale double: 


f lj dEdy 


* 


étendue à la face À — o toute seule. 
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\ 


Cette integrale est alors égale a 


B, (a, b. — 4; b,). 


- 


On trouverait des expressions analogues pour les autres faces de telle 


sorte que l'intégrale totale est égale au déterminant: 


Ce déterminant est done égal à l'expression (5). 
D'une facon plus générale, posons: 


= qÀ + as 


9 -—b-rb5 


Sir 


et envisaceons alor S l'é uation : 
> 


On pourra satisfaire à cette équation d'un certain nombre de maniéres 
par des valeurs de A et de y réelles et comprises entre o et r. Parmi 
ces solutions qui correspondent à divers points P, distinguons celles pour 
lesquelles la partie imaginaire de c;c, est positive, de celles pour les- 
quelles cette partie imaginaire est négative. Soit ensuite P, l'excés du 
nombre des solutions de la premiére sorte sur le nombre des solutions 
de la deuxième sorte. D'après cette definition, on aura: 


Pros >; N, XX N. P4 — Ni m N;, Pı = NS Ez N. 


temarquons de plus que la partie imaginaire de e,c, peut se mettre 
sous une autre forme: 


Ice.) — 


dol? E ZN 
dé dh dal 
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Elle est done de méme signe que la partie imaginaire de 


dd de 
di dy 


De plus nous pouvons écrire: 


ra Dr, Esas PL KaPp;)= a iU Face 


1 2 3 | . 
Ban 
On aurait de méme par symetrie: 
Ba A Pa | 
2iz(a, P,, + 4,P,, + 4,P,,) = | a, d, d, 
| Bee Oe * m | 
3, P A | 
ira, P, +%P,,+4P,,)=)4 a, a, | 
DNO | 


et une quatriéme équation analogue. 
On peut réunir ces quatre équations en une seule, en écrivant sym- 
boliquement: 





D. T. A T, x, T, T. T. | 
AR PB: B. s. se aps ME 
(6) - —— 2m : 
a, a, a, a, | 0, €. o. Oo, | 3 
2 | | 
b - Da ee W, @, €, €, 
Dans cette identité z,, r,, #,, v, sont des quantités quelconques. 


Quant aux © et aux € ce sont des quantités qui ont un sens symbolique. 
Nous convenons de.remplacer dans le développement du second membre: 


(0,0), — (0,0, 


par 
Jie. 


Acta mathematica. 9. Imprimé le 6 Avril 1887. 48 


378 H. Poincaré. 


Comme rien ne distingue £ de 7 nous pouvons écrire de méme: 


Hi 1 T. di 3 T 4 1 To 1L 3 wh 4 

2 a, 4. en F b, b, b, b. 
(7 = 217 

DR mae b, Or “OD, "Oy T0). 

Qu Gs, Tas ae OF | Ds! OL On 


Nous écrirons plus simplement encore les équations symboliques (6) 
et (7) de la facon suivante en écrivant les déterminants sous une forme 
abrégée: 


(6’) (rBab) = 2iz(rawo) 
(7) (raba) = 2iz(rbow). 


Posons 
P, = h(a;a, — ua) + k(B,B, — BB) 


et cherchons à déterminer h et k par les équations (6) et (7). Il vient: 
(xao o) = h(xaaa) + k(zafb) = — k(v Bab) 
(cbe e) = h(zbaa) + k(xb Bb) = — h(waba) 


de sorte que les équations (6) et (7) donnent: 


I 
=== 
207 
d'ou 
Mi r 
P= - =a 
ZIT : 


Nous avons done une solution des équations (6) et (7). Je dis qu'il 
n'y en a pas d'autres, du moins en nombres entiers. 


En effet sil y en avait deux, on pourrait trouver des nombres entiers 
I, satisfaisant aux huit équations: 


(ON apu ant e pao 
, ” D! 
b, P, + bP), + bP), — 0. 
En d'autres termes si l'on pose symboliquement: 


Pi, = 01 0, — 0,0 


, 
i 
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et que l'on envisage la forme bilinéaire: 
(ryo' o') 
cette forme bilinéaire s'annulera identiquement quand on y fera soit: 
VE 
soit: : 


Un — bi, Yo = b 


Faisons subir à x et à y, en méme temps qu'à a et à b un change- 
ment linéaire de variable en faisant: 


Gi D acr Ji reyes Oa Dy ies b, = 2,5. 
Nous choisirons ce changement: de variables (où les 7 sont des entiers) 
de facon à réduire la forme bilinéaire (rjyo'«o') qui s'écrira alors: 
A(ziys — 231) + Blasyı — %i9;)- 
On devrait donc avoir identiquement: 


A(ria, — a) + B(v;aj — xia;) =o 
A (a,b, — 2,0) + Bub, — xib:) = o. 


Cela ne peut avoir lieu que si A et P sont nuls; (mais alors la forme 
bilinéaire est identiquement nulle et par conséquent tous les P, sont nuls 
C. Q. F. D.) ou encore si un seul des coefficients A et B s'annule, A par 


exemple, mais alors il faut encore que: 
il =, Qf ge. 


La fonction abélienne n'aurait plus alors que deux périodes; la se- 
conde hypothese est done inadmissible. 
On doit done conclure de cette discussion que l'unique solution des 


équations (6) et (7) c'est: 


) T 
Pa TNT 


380 : H. Poinearé. 


Dans le cas particulier où la fonction ® se réduit à une fonction 6 


d'ordre m, et ou l'on a: 


(Q, = 217, 0 10% ap 
D— 0", b, = 207; : 
a, OM % =O , a, = M, a, — © 
fie 5 fp729, BP, = 9; B, = Mm 


tous les N, sont nuls, excepté N,, et N,, qui sont égaux à I. 


Tous les P, sont donc nuls excepté P,, et P,, qui sont égaux à m. 


Si nous reprenons les notations N,, N,, Ni, Nj ete. de telle sorte que: 
Pa sa N, E N,, Ps, = Ni —- N;, DICA D 


nous aurons 
N, — N, & 


et 


N, — Ni = m. 


On pourrait trouver plus intéressant de connaitre le nombre Nj + M, 
c'est à dire le nombre total des P, au lieu d'avoir seulement l'excès du 
nombre des points P positifs sur celui du nombre des points P négatifs. 

Nous avons toutefois un renseignement sur ce nombre N + Nj. Il 
est plus grand que m et de méme parité que m, car il est clair que: 


N, + MSN NS Nt t N=N = (mod). 


On pourrait arriver à tous les résultats qui précédent par l'emploi 
des différentielles totales, cela serait méme plus simple; mais je n'ai voulu 
donner ici qu'une application de la théorie des intégrales doubles. 


Paris, 24 Décembre 1886. 


UBER EIN THEOREM DES HERRN TISSERAND 
AUS DER STORUNGSTHEORIE 


VON 
^ 


AND. LINDSTEDT 


in STOCKHOLM. 


In einer kürzlich erschienenen Abhandlung (Annales de l'Obser- 
vatoire de Paris, Mémoires, tome 18) hat Herr TissERAND, beim 
Beweise des von mir gefundenen Satzes über die Darstellbarkeit der ge- 
genseitigen Entfernungen im Probleme der drei Kórper durch periodische 
Reihen mit vier Argumenten, einen zweiten Satz über die Form der 
Reihen für die rechtwinkligen Coordinaten hergeleitet. In Bezug auf ein 
Coordinatensystem, dessen z-Axe senkrecht zur invariablen Ebene steht 
und dessen zy-Ebene eine gleichförmige Rotation ausführt, lassen sich 
nàhmlieh auch die rechtwinkligen Coordinaten der drei Massenpunkte, in 
der relativen Bewegung um einen derselben, mit Hilfe der vier Argu- 
mente darstellen. Wegen der Wichtigkeit dieses Satzes für die Astro- 
nomie erlaube ich mir hier zu zeigen, wie man denselben mit Hilfe 
ähnlicher Betrachtungen, durch welche ich den zuerst genannten Satz 
bewiesen habe, ableiten kann. 

Nachdem die gegenseitigen Entfernungen ermittelt worden sind, kann 
man die rechtwinkligen Coordinaten durch Integration des nach Ein- 
setzung der Ausdrücke für r, 5 und A linear gewordenen Systems 





da (M + m m\ _ (T m 
| de a say Jes Aie a) 
(1) 1722 M + m’ \ 
da "e an maie ds mau m 
| dt E Y (= PT SF A?) = À ( Ke p? | 


u. 8. w. für die übrigen Coordinaten, ermitteln. Die Funktionen, die in 
den Klammern stehen sind somit trigonometrische Reihen nach vier Ar- 


gumenten. / 
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And. Lindstedt. 


Wendet man nun die Methode an, die ich in der Schrift Beitrag zur 
Integration der Differentialgleichungen der Stérungstheorie (Mémoires de 
l'Académie de S:t Pétersbourg, tome 31, N° 4) benutzt habe, so er- 
geben sich im Allgemeinen fiir ein lineares System wie (1) Integrale von 
der Form 


| pe EL py cos (mt +r+N) + £y ,cos(m't PLN) 
+ N) + £Xyscos(m't +7 + N) 


| a’ = ELp'cos(mt + x 


wo N eine lineare“ Verbindung der vier Argumente bedeutet, und mt 
sowie m’t zwei neue Argumente sind. Die entsprechenden Formeln für 
y, y und für z, z würde man erhalten, wenn man die Integrationskon- 
stanten £, &, z, x durch y, z', p, p' und 6, C, lo, e' resp. ‚ersetzt. 
Diese Integrale müssen indessen der Bedingung genügen, dass wenn 


man mit ihrer Hülfe die Funktionen 


Io» 
— 


A! e (= 2) yy) He) 


berechnet, die neuen Argumente mt und m’t aus den Resultaten heraus- 
fallen. Hierbei werden noch die überzähligen Integrationskonstanten mit 
bestimmt. 

Berechnet man nun mit dem so gewonnenen Ausdrücken für x, y, 2 
die Funktion x? y? + 2°, so findet man sofort, dass die Anzahl der 
Argumente, wenn m und m’ von einander wesentlich, d. h. nicht bloss 
um lineare Funktionen der gegebenen vier Argumente, verschieden sind, 
nur dann 4 wird, wenn 





Y 
^v 
Y 


= O 





E 

T 
ER 
I 


angenommen werden, dass also, mit anderen Worten, die durch Integra- 
tion von (1) zu ermittelnden Reihen für æ, y, ..., ausser den 4 gege- 
benen Argumenten, nur noch ei» Argument enthalten kónnen. Die in 
einem solchen Falle gewöhnlich auftretenden Glieder, welche ¢ als 
Faktor haben, dürfen, wegen Erfüllung der Gleichungen (3), hier eben- 
falls nicht vorkommen. Es bleibt somit für die Form der Integrale nur 
die folgende übrig: 


Uber ein Theorem des Herrn Tisserand aus der Stürungstheorie. 383 
c= EL py cos (ht comp N) + EXy,cos(@ + N) 
a’ — EX piycos(ht + z + N) + EXvi,cos(z + N) 


wo ht das neue, von den übrigen wesentlich verschiedene, Argument 


bezeichnet. 
Für z, y, 2 erhalten wir somit, wenn wir die obigen Werthe etwas 


umformen, Ausdrücke von der Form 
y = cosht.(aP — aQ) — sin ht.(aQ + aP) + a R + a'S 
y = cosht . (DP — BQ) — sinM.(bQ + BP) + VR 4- gS 


E MATE : +0) a : LP 1 P LS 
z = cosht .(cP — yQ) — sn ht.(cQ + pP) -- cR 4 7S 
wo P, Q, R und S bloss von den vier ursprünglichen Argumenten ab- 
hängen, und a, 5, ... Integrationskonstanten bedeuten. 
Setzt man diese Werthe in z^ + y? + z? = r” ein, so findet man, als 
Bedingungen für das Verschwinden von ht, die Gleichungen 


a? zu b? + e? == a ae Ba + "d 
aa + 68 + cy — aa' + bb. +c — a'a E... — aa! +... =ax +...—=0o. 


Wir können somit, ohne die Allgemeinheit zu schaden, a’ = a’, # =U’, 
jy = « sowie (a, b, c) und (a, £, y) gleich den Richtungscosinussen zweier 
zu einander rechtwinkligen Geraden setzen. Alsdann werden («', b’, c") 
die Richtungscosinusse für eine zu beiden senkrechte Gerade. 

Werden diese drei Geraden als Axen eines Coordinatensystems ge- 
nomimen, so werden in diesem die Coordinaten der beiden Massenpunkte 


m und m’ die Form annehmen 


&£— Pcosht — Q sin A 
7 = — Q cosht — P sin ht 
c= R 
c P' cos ht — (Q' sin ht 
y' = — Q'cosht — P" sin ht 
ji y 


—- b 
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wo die gestrichenen Buchstaben P', &, R’ ebenfalls Funktionen der vier 
Argumente sind. à 

In diesen Gleichungen ist das in Rede stehende Theorem des Herrn 
TisseRAND enthalten. Dass übrigens die obigen Entwickelungen ohne 
Berücksichtigung der Konvergenzfrage gemacht worden sind und somit 
vorläufig bloss formale Bedeutung besitzen, braucht wohl kaum ange- 
deutet zu werden. 


385 


SUR LES RACINES DE-L’EQUATION X,=o 
PAR 


T. J. STIELTJES 


a TOULOUSE. 


I. Nous aurons a invoquer dans la suite une proposition d’algebre 
que nous allons établir tout d’abord. 
Soit 


m m 


X = LL a, 2,2, 
TOI 


une forme quadratique positive des variables z,, 7), .... m, 
On sait que les coefficients 4, sont positifs. Nous ajoutons mainte- 
nant la condition que les autres coefficients «a, soient tous négatifs ou nuls. 
Considérons les m équations linéaires 


Sir 


E (121,23,..., m) 
i 


(1) : = —— (ndi b Anh, EN . eG — 
Nous supposons que les quantités £ sont toutes positives ou nulles. 
Dans ces conditions on peut enoncer la proposition suivante: »Aucune 
des valeurs de x,, %,, ..., x, tirées des équations (1) ne peut être négative, 
et si les quantités =, sont toutes positives alors x, Loy 9s 5: Un le sont aussi.» 

Dans la démonstration suivante nous ferons abstraction du cas trivial 


dans lequel on a aussi 





On a 


m m m 
LE, —— Y Lay LT; 
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et il est clair par là qu'au moins un des v; doit être positif car le second 
membre est positif. 
Mais supposons que 


X, Toy «++, ©, soient négatifs ou nuls, et 
ri» acu) © 50 D MIDOBIRUE 
Dans la relation 
n n n m 
(2) Léa, == Da, tr; BE Dr T, (5451 SF Cy, Vy ar ie SF Gi.) 
1 1 l n-+1 


le premier membre est nul ou négatif. Au contraire dans le second 


membre la premiére partie 


2 ag, 
T1 
est nulle ou positive, et il en est de méme de la seconde partie 
m 


2s (asy. 0 SES s st ee ag): 


Par conséquent les deux membres de la relation (2) sont nécessairement 


nuls tous les deux, ce qui exige: 








TC, Va ole a O. 


2 n 


La premiere partie de notre proposition se trouve établie par là. Pour 
démontrer aussi la seconde partie nous observons qu'en supposant 
HU a bo Ed mec) 


2 n 


Das iios «tel Gay t IDOSIUTS 
les x premiers équations (1) montrent qu'on a 


(3) y — O 


des que lun (et seulement un) des indices /, / surpasse ». Et ensuite 


il est clair qu'on doit avoir 
E) = x74. c6, 0. 


Cette dernière conséquence démontre la seconde partie de notre proposition. 
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Les équations (3) font voir que dans le cas exceptionnel que nous 


considérons on a 


n n m m 


(= VL aya; SES CB RN 


n+l] n+1 


en sorte que X se décompose directement dans la somme de deux formes 
quadratiques Rosa des yarıables 80, Gs, 2... eb up ero Dax Le 
CAS = dy — ...— 44, =O se présente alors dés qu'on Weine Emu mmu 





D'après ce qui précède il est clair que lorsque X ne se décompose 
pas directement dans la somme de deux ou d'un plus grand nombre de 
formes quadratiques d'un nombre de variables moindre que m, alors 
Ja. Uy, 2... T, sont tous positifs, méme dans le cas que quelques-uns des 
£, sont nuls. 

Corollaire. Soit D le déterminant de X et désignons par D, les 


mineurs de D en sorte qu'on a 
Dx, = & D; ut So D E AC = e. Dix 


alors aucun des mineurs D, ne peut être négatif. Et si le cas excep- 
tionnel examiné plus haut ne se présente pas, tous les D, sont positifs. 

2. Supposons que sur laxe des abscisses OX on ait dans les points 
A et B dont les abscisses sont — 1 et + 1 deux points matériels fixes, 
la masse du premier en A étant a, celle du second en B, f (a > 0, $ > o). 

Imaginons encore n points matériels de masse égale a I, qui peuvent 
glisser librement sur laxe et places entre A et B. Supposons enfin que 
deux points matériels se repoussent en raison directe de leurs masses et 
en raison inverse de leur distance. Dans ces conditions il y a une po- 
sition unique d'équilibre pour les » points placés entre A et B, et si 
l'on désigne leurs abscisses dans la position d'équilibre par 


(4) X, > Ly > Ly > +s > U 
Ja. dy, 2... T, sont les racines d'une équation 
o(ï) = 0 


c(r) étant un polynôme du degré x défini par l'équation différentielle 


(5) (1 — z^)e"(z) + 2a — 8 — (a + P)x]e’(z) + Ce(v) =0. 
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C est une constante dont la valeur est 


n(n + 2a + 29— 1) 


comme on le trouve en cherchant le coefficient de x" dans le premier 
membre de (5). 

C'est là un cas particulier d'un théoréme démontré dans ce journal, 
t.. 6, p; 321 set. suly. 

3. Les racines z,, ..., x, dépendent de a’et f et l’on peut les con- 
sidérer comme fonctions des variables 4 et 3 qui doivent rester toujours 
positives. 

Lorsque 4 et 3 varient d'une manière continue, z, varie aussi d'une 
maniére continue et comme deux racines ne deviennent jamais égales, 
leur ordre de grandeur fixé par les inégalités (4) ne sera jamais change. 

Nous allons démontrer les inégalités 


Ü 

(6) 410: 
d Qu 
Ou 

(7) SOO 
23 


n 


En effet, les quantités z,, ..., x, dépendent de z et de 3 par les relations 





x + === HN (1551,97. n) 


à D PTT N " 0x 
£n prenant les dérivées par rapport à a on obtient pour les — le sy- 
I t les d t btient lesiiz 

ou 


steme linéaire suivant: 





Ow Ow, OX, 1 
(8 a — (lis — Ch: (f my — (155905 
(8) il au ar 12 du bis AE in du a; je I : " 
ou 
7 B I I 
a —— —— SES se Te = - = 
h RU RE p; Al) ze ap Gee a T 
I 
(x; = Un)” 
I 
(gp = du = — === 
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Ce systeme rentre évidemment dans. le type des équations (1) car la 
forme quadratique 


n n 2 


V 7 $ ZB I = = 
LL ay X; X, = ern Eee pe) ae ye. s. gy UU — X): 





est positive, et x, + 1 est aussi positif. 
Ou Ow, Ou DE 
Les valeurs de —, —*, ..., —-sont donc toutes positives. 
du 24 C7 


On trouve de la méme maniére 


\ 


ox 9%, Q; 
Un Lad... a—-———. (151,2; ..., 2) 
op af ^38 — 2; 


Ici les seconds membres sont tous négatifs, et il en est done de 


^ 92 
meme des valeurs des E 
/ 
4. Considérons le cas particulier 4 = f, en sorte que x, est fonction 


de la seule variable 4. Il est clair d'abord qu'on aura 


JV 3r TX, == Vy s Ta] T^ T3 T Ty OL © Ol ae O. 


Ainsi en supposant 1 — 2m ou » = 2m + 1 il suffira de considérer les 
'ücines positives 


Nous allons démontrer qu'on a toujours 

















( dx; 26 
9j === E (121,2, ..., m 
i) da 
En effet supposons d'abord » = 2m, on aura 
“ [74 I I I I I 
tt + Let 
Vi- I Li I ti di dj vj — bj —1 vi — di 41 Li dm 
(10) 
| LRL tat +0 u 
= eee any — — a So ‚m 
Li + dit —ı Ure +1 Li tin 
d'ou l'on déduit 
, da da: dz, 2c, 
I) a + » = M a XUL — m 
( I ) il da = i2 da + im da I - - 
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en posant 























n [74 
aq, =— s+. : (), 
jim uu ae D d V 
I I 
dy — (da 3 
k ki (a; ae 24)" (x; ES au) 
p,— — tui + 
(0 (x;— a4) (m; — 2; y) (ei — x)? (ri Lm) 

( Ham tat: + 
à S (i ir 2)” vr (x; AF ca) (x; 3E 4; 41). AD (a; + Zn): P 


Le systéme (11) rentre encore dans le type des équations (1) car 
a, est négatif et la forme quadratique 


m m 


YYXa XX = Y (4 4+ 7A t + 20)x? 








TM za: 


Ga) (Qn xm 


est positive. Mais les seconds membres dans le systeme (11) sont tous 
négatifs et l'on a par conséquent 























n» 
da 
Dans le cas n = 2m + 1 on aura 2,,, — O, et 
[7 I I I I 
ea Br — += + eel erc ee sid ai S 
" uti e Hess €i — vy U Li dir Di— En 
12) 
I I 
—: —O, (=1,2,...,m) 
Le en ee yes +] Le E vi Tg. 
La seule différence avec les relations (10) consiste, comme on le voit; 
3 : I 
dans le terme 7- qui est venu remplacer le terme =~. Ce terme 
^vi ew 
in MEI 


provient de l'action des deux points matériels dont les abscisses sont 
— t$, et o. 
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, c E : de; 
On trouve les équations linéaires suivantes pour les 
Ud 
da dam Li 
d — sien a — Ora M 
il da ES SF im 1 [mE v? 
" 4 2 3 3 
a — — = = = P () (191-227 m) 
4 GE a CS he datore ;- 9. 
I I 





dy, = 4, = - ae 
E i Qe; + 2x) (2: — ax)” 


et l'on en conclut les inégalités (9) comme tout à l'heure. 

5. La démonstration des propositions exprimées par les inégalités 
(6), (7), (9) que nous venons de développer, nous semble la plus simple 
si lon n'a en vue que ces inégalités elles-mêmes. Mais nous avons re- 
trouvé ces inégalités encore comme conséquences d'une proposition d'un 
caractère plus général, à l'occasion d'études sur la quadrature mécanique 
de Gauss. 

6. Nous allons développer maintenant quelques conséquences qui 
découlent presque immédiatement de ces inégalités (6), (7) et (9). 

Supposons d'abord 


l'équation (5) devient 


(1 — a*)¢"(x%) — 2xe'(x) + n(n + vea) —= © 


ainsi +, est une racine de l'équation obtenue en égalant à zéro le po- 
lynóme X, de LEGENDRE. 
Prenons ensuite 


On a 
(1 — x^g" (a) + (1 — 2x)e'(a) + n(n + 1)e(x) = 0 


ou si l'on pose 


399 doom piel ipee 
done 


COS ( n + ar. 


an 
g(x) 
COS — c 
26 
et par conséquent 
(22 — 1)z 
qi = COS — 
: 2n + 1 
Dans le cas 
3 
A —--—353 P SR 
4 4 
on trouve de la méme maniere 
t= cose, 


: 1 n 
sin (^ ES = Je 
ee  2. 


sin 


Dla 
6 


207 
i; ICONS 


^ 2u + I 


Mais d'aprés les inégalités (6), (7) il est clair que la 


qui correspond à a = g — - doit être plus petite que 


Dim 


I 
3? | 


3 


I ee 
x, pour a — 7, f$ — - et plus grande que la valeur de x, pour 4— -, f=: 
4 4 4 


Ainsi on a la limitation suivante pour la racine #, 


Me Oo 





(A) QOS— — LT, COS ——. 


valeur de #, 


la valeur de 


^ 


4 
de l'équation 


Cette proposition est due à M. Bruns qui l'a obtenue dans le tome 


90 du Journal de BORCHARDT, pag. 327. 
galite (9). 
Prenons en effet 


7. Nous pouvons obtenir des limites plus étroites à I’ 


aide de l'iné- 


on trouvera 


et en second lieu 


on trouve 


Sur les racines de léquation X, = O. 





«© — cose, 
¢(xv) = cosne, 
x; == er 
2n 
3 3 
am — = =) 
4° P 4 
© — c08c, 
aL Sin(n + 1)9 
pa) c Et ue, 
= COS de 
C= n+ı 


D'aprés les inégalités (9) on en conclut la limitation suivante d'une 
cine positive de l'équation X, — o: 


(B) 





Pour une racine négative on aurait évidemment 


In mo (21 — I)r 
Tr ede merae 
n + I : 2n 








cos 


Soit » = 10, on a d’après (A) 
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limites 
:[0:98883 
L, 0,03326 
10,95557 
[090007 242; 
‚07473 
* |o,82624 
[0.73305 UR uk 
Ly 0,10956 
|0,62349 
O,50000 
b. aen 0,134606 
|0,36534 
[0.22252 
T. 2... 914779 
|0,07473 
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et d’apres (B) 


limites 
0,98769 
i 0,02820 
0,95949 
[0.89101 6 
x 0,0497 
!lo,84125 , 497 
[0,70711 
a 0,05225 
*lo,65486 in 
. [9:45399 _ 
z, 0,03857 
|0,41542 
|0,15643 
0,01412. 


^5 |o, 14231 


8. La proposition d'algébre démontrée dans le N° 1, ou plutôt le 
corollaire que nous en avons déduit, se trouve lié étroitement à une 
question qui se présente dans le probléme de la distribution d'électricité 
sur un systeme de conducteurs. 


Soient A,, As, ..., A, les conducteurs, e,, &, ..., €, leurs charges 
respectives et Vi, V,, ..., V, les potentiels correspondants. 
On a : 
\ 7 ; 9 
(a) V, = pati + Pa& +--+. + PimEm USE a. 


et réciproquement 


(P) eu Vsus ue gale (1,2, ..., m) 
(V. MaxwErL, Traité d'électricité et de magnétisme, $ 87.) 
La forme quadratique 


23 > quo, 


est positive. Le coefficient positif g, est la capacité du conducteur À, 
tandis que g, est un coefficient d'électricité induit et négatif. 

Le systeme (f) rentre done dans le type des équations (1), et d'apres 
notre corollaire les coefficients du systeme (a) sont done tous positifs, ce 
qui est bien connu et ce qu'on établit directement à l'aide de la théorie 
du potentiel. | 
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Mais le systeme (5) n'a pas la méme généralité que le systeme (1) 


car on a entre les coefficients q; les relations 


da adn ate + ir Dig =O don) 


tandis que dans le systéme (1) on n'a pas nécessairement les relations 
correspondantes entre les a. 
Mais aussi dans le système (x) les p, ne sont pas seulement positifs, 
la théorie du potentiel montre qu'on a en outre 
Du = Pu- 


D'aprés cela il est fort probable que si l'on assujettit dans le systéme 


(1) Ay Ly + * 9 + Cin Cm == & (121,2, ..;, m) 


les coefficients a, à ces conditions additionnelles: 


Se = Oy FP Ge. + im = O, 
il en résultera pour les D, la conséquence 


gp 


ii — 


C'est ce que nous allons prouver en effet. 


9. Supposons d'abord 
Ss; > O0 (i=1, 2, ..., m) 
alors on a 
D- > De GE 


‚Il suffira évidemment de faire voir que D,, > D,,. A cause de 
Dr, = EUR EE Gr D, + or) 3E Smp 
cela revient à montrer que pour 
& = +1, & = — 1, i.e, (2) 


la valeur de x, tirée du systeme (1) est positive. Or on a: 
m m 


= d 
1 Gi o 3sm, 


m m m 


Zarë = x, — x, — LYaQnm, 
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d'ou l'on conclut d'abord que les x, ne peuvent pas être tous nuls ou 
négatifs, ou bien tous nuls ou positifs et ensuite 


Drm 


Done si x, était nul ou négatif, x, serait négatif. Supposons donc que 


1 


(m > n > 2) 


Lys 
soient nuls ou négatifs, et 


LAS TE T4235 ROLE) Ty 
positifs. 


On devrait avoir 


m n m m 


2 £a, — 0 — lan + DAT + Ami: Lm) aie > = AyD; Ty 
n+1 1 n+1n 
ce qui est impossible car le second membre est positif. On a done ne- 
cessairement x, >o ou 
DD. 
OD 


Il est clair maintenant que dans le cas 


on doit avoir necessairement 


D Dr 


car un changement infiniment petit des a, suffit pour rentrer dans le 
Gas Sp»: 

10. Cherchons encore les conditions nécessaires et suffisantes pour 
quon ait 


D'aprés ce qui précéde il est clair qu'au | mons un des s, doit étre nul 


mais cela ne suffit pas. 


i 
En prenant comme tout-à-l'heure 


LE di f= — I, Ne) G > 2) 


Sur les racines de l'équation X, — 0. 397 


la condition D,, — D,, revient à % — 0, et les inconnues z,, ..., x, se 


trouvent déterminées par le systéme 


Ayo Lo zip tiae is lon Xo — —— 15 
35 Y <= gor a= sj, Ln 77 o, 
(=) À 
Ano L> am cee + QnmUm == O. » 


Deux cas sont à distinguer. 
I. La forme 


m m 


Y Yan, 


ne se décompose pas directement dans la somme de deux formes quadra- 
tiques d'un nombre de variables moindre que m — 1. 

Alors z,, z,, ..., r, seront négatifs, d'après ce que nous avons vu 
dans le N° r. Et comme on a: 


on en conclut 
(a) SM 5} SE ONE, sc 


Réciproquement, si ces relations (a) se trouvent vérifiées, il est clair que 


le système (1) donnera x, = o ou D,, = D,, car on trouve 


m 
SX, = DE z— 
1 
et s, nest pas nul. 


II. La forme 


m m 


se décompose directement dans la somme de deux ou de plusieurs formes 
quadratiques. 
Alors les variables 


398 —- T. J. Stieltjes. 


se décomposent en plusieurs groupes. Soit 


n 


le groupe dans lequel se trouve z,. 
Le systeme (1’) se décompose en deux systèmes relatifs aux deux 
groupes de variables 


et on voit qu'on aura: 
2, SO DO 


Vnay E Va 4-2 L—— x Uam (2); 


La relation 


permet done de conclure: 
(b) ; ON y RO, a3 9 $9 9 


Réciproquement, si les conditions (b) sont vérifiées et qu'en outre on a 
identiquement: 


m m "n n m m 
LLia,2,7, = III pica 
4313 2..2 n+1n+1 
alors le système des valeurs de z,, æ,, .. , æ, tirées des équations (1’), 
joint à la valeur z, — o, satisfait au systéme (1) et l'on a par consé- 


quent D,, — D,,. Pour le montrer il suffit évidemment de vérifier la 
premiere des équations (1), ou bien l'équation obtenue en prenant la 
somme des équations (1). Or cette dernière 


$,2, + 5,94, +--+ Sn%n —10 


se trouve vérifiée évidemment. 

Nous avons supposé ici » < m, pour » = m on rentre dans le pre- 
mier cas; et lon a le résultat suivant. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que 


Sur les racines de l'équation X, = 0. 399 


consistent dans ce que, pour une valeur spéciale de n 


2 «ws 

on ait 
(D SO B NOn. palate SEO 
et 

Ag 541 ds n+2 = (5 ni O, 

Az n41 um: Az n+2 m 1S Az, m — O, 
(1T) 

An n4-1 Y Ann +2 OE ae Qn m == (oh 


Dans le cas n = m les conditions (II) disparaissent. 
11. Supposons les conditions (I) et (II) remplies, il n'est pas permis 


de conclure que les valeurs de z,, ..., x, sont négatives, car la forme 


n 


n n 


2:2 040,9, 
DD 


pourrait encore étre décomposable. Mais si cela eut lieu, il est clair 
que les conditions (I) et (II) seraient encore satisfaites pour une valeur 
plus petite du nombre n. 

Si done nous supposons que soit le plus petit nombre pour lequel 


, 


les conditions (I) et (II) sont satisfaites, on aura 


v, <0, eS Oy 6 bth aS OF 
rst = Tro OO Ty = Q) 
et à cause de 
Dr =D} =D; 


nous pouvons donc ajouter: 
la condition D,, = D 


1, entraine nécessairement les relations 


Dre Dponpot — 2a EM. 


pour à > n. 
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Note. 


Aprés avoir terminé la rédaction de cet article, je viens de prendre 
connaissance d'une note Sur les racines de certaines équations par M. A. 
Mankorr, (Mathematische Annalen, T. 27, p. 177). L'auteur y dé- 
duit d'abord la limitation des racines de l'équation X, — o déjà obtenue 
par M. Bruns, et ensuite il obtient aussi et pour la premiere fois, la 
limitation plus étroite (D). 

La démonstration que j'ai donnée est différente de celle de M. Man- 
KOFF, mais une seconde démonstration à laquelle j'ai fait allusion seule- 
ment dans le N° 5, ne differe pas au fond de celle de cet auteur. 


Toulouse, Janvier 1887. 
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